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椭圆方程约束的最优边界控制问题的

非重叠型区域分解迭代方法

刘文月，孙同军

（山东大学数学学院，山东 济南 ２５０１００）

摘要：研究了一类椭圆方程约束的最优边界控制问题的数值求解方法。为了避免运用传统数值方法所产生庞大

的计算量，我们采用非重叠型区域分解迭代方法。即：将求解区域Ω分解成若干个非重叠子区域，把上述的最优边
界控制问题分解成这些子区域上的局部问题，这些局部问题间的内边界条件采用Ｒｏｂｉｎ条件。建立了求解这些局
部问题的迭代格式，推导证明了迭代格式的收敛性。最后，给出一个数值算例，验证了迭代格式的有效性。
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０　引言

在系统控制理论中，所谓的最优控制问题，指在特定的条件下，寻求系统容许的一种控制模式（控制变

量），使系统的受控对象（状态变量，如温度或位置等）从最初状态转化到某种要求的终端状态，并确保所规

定的性能指标（目标函数）达到最大（小）值。若状态变量和控制变量受确定的偏微分方程约束（即满足偏微

分方程成立），则称这种最优控制问题为偏微分方程约束的最优控制问题。
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　　科学与工程领域中，如ＳｔｅｆａｎＢｏｌｔｚｍａｎｎ辐射定律、种群动力学中的 ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ模型等，都可以用偏
微分方程约束的最优控制问题来描述。文献［１］系统地研究了偏微分方程约束的最优控制问题的理论及数
值解法。文献［２５］开展了进一步的研究。在数值求解此类问题时，通常采用有限元方法去离散求解。一般
过程是：建立起离散的目标函数Ｊ、状态变量ｙ和对偶状态变量ｐ的计算格式以及最优性条件（不等式）；采
用迭代算法（如共轭梯度法），依次计算求解。若问题的计算区域很大，就会产生庞大的计算量。

非重叠型区域分解方法是一类很适合于并行计算的数值方法。通过将区域 Ω分解成若干个非重叠的
子区域 Ωｉ，把最优控制问题分解成这些非重叠子区域上的局部问题。这些局部问题之间存在独立性，可以
同时计算。因此，可以将庞大的整体计算分解成若干小规模的局部计算，大大降低了计算工作量和缩减了计

算时间。目前，有很多文献探讨了区域分解方法在偏微分方程中的应用［６９］。文献［１０１３］研究了偏微分方
程约束的最优控制问题的区域分解方法。这些研究工作中，一个重要内容是如何建立各子区域间状态变量

和对偶状态变量的内部边界条件。文献［１４］研究了波动方程最优控制问题的非重叠型区域分解迭代方法，
提出来一种内边界上的Ｒｏｂｉｎ传递条件（又称混合边界条件）。证明了在这个条件下，非重叠区域分解迭代
方法是收敛的。需要指出的是：文献［１４］只证明了控制变量在区域内部时（即非边界控制问题），该迭代格
式的收敛性，提出了控制变量在边界上时（即边界控制问题）的非重叠区域分解迭代格式，但没有证明其收

敛。在文献［１４］的基础上，本文讨论椭圆型最优边界控制问题的非重叠型区域分解迭代方法。

１　模型

令ΩＲ２中具有光滑边界Ω的有界凸区域。选取状态空间为 Ｖ＝Ｈ１（Ω），控制空间为 Ｕ＝Ｌ２（Ω）。
考虑如下的椭圆方程约束的最优边界控制问题

ｍｉｎ
ｕ∈ Ｕ
Ｊ（ｕ）， （１．１）

其中，状态变量ｙ（ｕ）∈Ｖ和控制变量ｕ∈Ｕ满足
－Δｙ＝ｆ，　ｘｉｎΩ，
ｙ
珗ｎ
＝ｕ＋ｇ，ｘｏｎΓＮ，

ｙ＝ｙｄ， ｘｏｎΓＤ
{

。

（１．２）

在方程（１．２）中，ΓＮ和ΓＤ分别是Ｎｅｕｍａｎ边界和Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界，Ω＝ΓＮ∪ΓＤ，ΓＮ∩ΓＤ＝，珗ｎ是边界Ω
上的单位外法向量；ｆ，ｇ以及ｙｄ是已知函数。

设目标泛函为

Ｊ（ｕ）＝１２｛∫Ωγ｜ｙ（ｘ）－ｙ０（ｘ）｜２ｄｘ＋∫ΓＮα｜ｕ（ｘ）｜２ｄｓ｝。 （１．３）

这里，ｙ０（ｘ）是已知的目标状态量；系数 α和 γ均为大于０的常数，起着平衡状态变量 ｙ和控制变量 ｕ的
作用。

由最优控制理论［１，３］，首先可以推出模型问题（１．２）的对偶问题
－Δｐ＝γ（ｙ－ｙ０），ｘｉｎΩ，

ｐ
珗ｎ
＝０， ｘｏｎΓＮ，

ｐ＝０， ｘｏｎΓＤ










。

（１．４）

这里，ｐ称作为ｙ的对偶状态变量。

其次，泛函Ｊ在凸集Ｕ上要达到最优，等价于控制变量ｕ∈Ｕ必须满足：

Ｊ′（ｕ）（ｖ－ｕ）≥０，ｖ∈Ｕ。 （１．５）
由泛函的方向导数定义展开上式，即可得

Ｊ′（ｕ）（ｖ－ｕ）＝∫ΓＮ（αｕ＋ｐ）（ｖ－ｕ）ｄｓ≥０，ｖ∈Ｕ。 （１．６）
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这个不等式又称为最优性条件。

因此，椭圆方程约束的最优控制问题（１．１～１．２），就等价于由状态方程（１．２），对偶状态方程（１．４）及
最优性条件（１．６）组成的方程系统。数值求解最优控制问题（１．１～１．２），就转化为数值求解（１．２）、（１．４）
及（１．６）。

２　非重叠型区域分解迭代格式

本节将建立数值求解方程系统（１．２）、（１．４）及（１．６）的非重叠型区域分解迭代格式，并证明格式的收
敛性。

２１　区域分解迭代格式
首先，我们将区域Ω分解成若干个非重叠型子区域Ωｉ（ｉ＝１，…，Ｎ）的和，即

Ω＝∪
Ｎ

ｉ
珚Ωｉ，Ωｉ∩Ωｊ＝，ｉ≠ｊ。

用ΓＤ，ｉ＝ΓＤ∩ Ωｉ和 ΓＮ，ｉ ＝ΓＮ∩ Ωｉ分别表示 ΓＤ和 ΓＮ与Ωｉ的交集，ΓＤ，ｉ≠ ，ΓＮ，ｉ≠ ，Σｉｊ ＝
Ωｉ∩Ωｊ表示子区域 Ωｉ、Ωｊ的相交的内边界，且Σｉｊ＝Σｊｉ。令珗ｎｉ为边界Ωｉ的单位外法向量。这里，假设区域
分解具有充分的正则性，以保证全局问题和局部问题具有良好的性质。

我们采用迭代方法求解上述问题。将方程系统（１．２）、（１．４）和（１．６）分解成局部问题，其中 Ω、ΓＮ和

ΓＤ分别被Ωｉ、ΓＮ，ｉ和ΓＤ，ｉ代替。假设局部问题在子区域Ωｉ上第ｋ＋１步的解为（ｙ
ｋ＋１
ｉ ，ｐ

ｋ＋１
ｉ ，ｕ

ｋ＋１
ｉ ），它们满足

Ｊｋ＋１ｉ （ｕ）＝
１
２｛∫Ωｉγ｜ｈｋ＋１ｉ （ｘ）－ｙ０（ｘ）｜２ｄｘ＋∫ΓＮ，ｉα｜ｕｋ＋１ｉ （ｘ）｜２ｄｓ｝， （２．１）

－Δｙｋ＋１ｉ ＝ｆ， ｘｉｎΩｉ，

ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

＝ｕｋ＋１ｉ ＋ｇ， ｘｏｎΓＮ，ｉ，

ｙｋ＋１ｉ ＝ｙｄ， ｘｏｎΓＤ，ｉ










，

（２．２）

－Δｐｋ＋１ｉ ＝γ（ｙｋ＋１ｉ －ｙ０），ｘｉｎΩｉ，

ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

＝０， ｘｏｎΓＮ，ｉ，

ｐｋ＋１ｉ ＝０， ｘｏｎΓＤ，ｉ










，

（２．３）

以及

∫ΓＮ，ｉ（ｐｋ＋１ｉ ＋αｕｋ＋１ｉ ）（ｖｉ－ｕ
ｋ＋１
ｉ ）ｄｓ≥０，ｖｉ∈Ｕｉ。 （２．４）

其中，子空间Ｕｉ为空间Ｕ在每个子区域上的限制，即

ｕ∈Ｕ，ｕ｜Ωｉ ＝ｕｉ∈Ｕｉ。 （２．５）
定义如下的范数和内积：

‖ｙ‖２
Ｎ，ｉ＝∫ΓＮ，ｉｙ２ｄｓ，〈ｙ，ｙ′〉Ｎ，ｉ＝∫ΓＮ，ｉｙｙ′ｄｓ，

‖ｙ‖２
ｉｊ＝∫Σｉｊｙ２ｄｓ， 〈ｙ，ｙ′〉ｉｊ＝∫Σｉｊｙｙ′ｄｓ，

‖ｙ‖２
ｉ ＝∫Ωｉｙ２ｄｘ， （ｙ，ｙ′）ｉ＝∫Ωｉｙｙ′ｄｘ。

（２．６）

根据如上的定义，给出（２．２～２．３）的子区域Ωｉ上的有限元迭代格式：

（ｙｋ＋１ｉ ，ｖ）ｉ＝（ｆ，ｖ）ｉ＋〈ｕ
ｋ＋１
ｉ ＋ｇ，ｖ〉ΓＮ，ｉ＋ ∑

ｉ≠ｊ，Σｉｊ≠
〈
ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，ｖ〉ｉｊ，ｖ∈Ｈ０，ΓＤ，ｉ，

（ｐｋ＋１ｉ ，ｖ）ｉ＝γ（ｙ
ｋ＋１
ｉ －ｙ０，ｖ）ｉ＋ ∑

ｉ≠ｊ，Σｉｊ≠
〈
ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，ｖ〉ｉｊ，ｖ∈Ｈ０，ΓＤ，ｉ

{
，

（２．７）
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其中Ｈ０，ΓＤ，ｉ ＝｛ｖ∈Ｈ
１（Ωｉ）；ｖ＝０，ｘ∈ΓＤ，ｉ｝。

此外，还要定义子区域相交的内边界处的边界条件。这些条件称为传递条件，因为这些条件能够将连续

迭代步骤之间的相邻子区域间的局部解联系起来。这里，采用Ｒｏｂｉｎ条件（又称为混合边界条件），其中的状
态变量和对偶状态变量是反对称的（参见文献［１４］）：

ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

＋βｐｋ＋１ｉ ＝－
ｙｋｊ
珗ｎｊ
＋βｐｋｊ，ｘｏｎΣｉｊ， （２．８）

ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

－βｙｋ＋１ｉ ＝－
ｐｋｊ
珗ｎｊ
－βｙｋｊ，ｘｏｎΣｉｊ。 （２．９）

这些条件加强了子区域问题的解及其方向导数在内边界Σｉｊ上的连续性。这样，全局问题可以由子问题组合
形成。β的选择将在第３节讨论。
２２　格式的收敛性证明

为了简化证明过程，取β＝１及γ＝１。定义最优控制问题的全局解和区域分解方法产生的局部解之间的
误差为：

（珋ｙｉ，珔ｐｉ，珔ｕｉ）＝（ｙ，ｐ，ｕ）－（ｙｉ，ｐｉ，ｕｉ）。 （２．１０）
易见，误差（珋ｙｉ，珔ｐｉ，珔ｕｉ）同样满足方程（２．２～２．４）及（２．６～２．８），此时ｆ＝０，ｇ＝０，ｙ０ ＝０，ｙｄ ＝０。

下面定义子区域的内边界Σｉｊ上的能量序列｛Ｅ
ｋ｝：

Ｅｋ＋１ ＝ ∑
ｉ≠ｊ，Σｉｊ≠

‖
珋ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
‖２
ｉｊ＋‖珔ｐ

ｋ＋１
ｉ ‖

２
ｉｊ＋‖

珔ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
‖２
ｉｊ＋‖珋ｙ

ｋ＋１
ｉ ‖

２{ }ｉｊ。 （２．１１）

利用它来证明上述非重叠型区域分解迭代格式（２．２～２．４）的收敛性。
在方程（２．６～２．８）中用（珋ｙｋ＋１ｉ ，珔ｐ

ｋ＋１
ｉ ，珔ｕ

ｋ＋１
ｉ ）代替（ｙ

ｋ＋１
ｉ ，ｐ

ｋ＋１
ｉ ，ｕ

ｋ＋１
ｉ ），则方程（２．１１）可变为

　Ｅｋ＋１ ＝ ∑
ｉ≠ｊ，Σｉｊ≠

〈
珋ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，
珋ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
〉ｉｊ＋〈珔ｐ

ｋ＋１
ｉ ，珔ｐ

ｋ＋１
ｉ 〉ｉｊ{ ＋〈

珔ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，
珔ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
〉ｉｊ＋〈珋ｙ

ｋ＋１
ｉ ，珋ｙ

ｋ＋１
ｉ 〉}ｉｊ ＝

∑
ｉ≠ｊ，Σｉｊ≠

〈－珔ｐｋ＋１ｉ －
珋ｙｋｊ
珗ｎｊ
＋珔ｐｋｊ，－珔ｐ

ｋ＋１
ｉ －

珋ｙｋｊ
珗ｎｊ
＋珔ｐｋｊ〉ｉｊ{ ＋〈－

珋ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

－
珋ｙｋｊ
珗ｎｊ
＋珔ｐｋｊ，－

珋ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

－
珋ｙｋｊ
珗ｎｊ
＋珔ｐｋｉ〉ｉｊ＋

〈珋ｙｋ＋１ｉ －
珔ｐｋｊ
珗ｎｊ
－珋ｙｋｊ，珋ｙ

ｋ＋１
ｉ －

珔ｐｋｊ
珗ｎｊ
－珋ｙｋｊ〉ｉｊ＋〈

珔ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

＋
珔ｐｋｊ
珗ｎｉ
＋珋ｙｋｊ，

珔ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

＋
珔ｐｋｊ
珗ｎｉ
＋珋ｙｋｊ〉}ｉｊ ＝

Ｅｋ－２ ∑
ｉ≠ｊ，Σｉｊ≠

〈
珋ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，珔ｐｋ＋１ｉ 〉ｉｊ－〈

珔ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，珋ｙｋ＋１ｉ 〉ｉｊ{ ＋〈

珋ｙｋｉ
珗ｎｉ
，珔ｐｋｉ〉ｉｊ－〈

珔ｐｋｉ
珗ｎｉ
，珋ｙｋｉ〉}ｉｊ。 （２．１２）

在方程（２．２～２．３）中将（ｙｋ＋１ｉ ，ｐ
ｋ＋１
ｉ ，ｕ

ｋ＋１
ｉ ）替换为（珋ｙ

ｋ＋１
ｉ ，珔ｐ

ｋ＋１
ｉ ，珔ｕ

ｋ＋１
ｉ ），并分别与珔ｐ

ｋ＋１
ｉ 和珋ｙ

ｋ＋１
ｉ 相乘，然后将得到

的方程在子区域Ωｉ上积分得：

（珋ｙｋ＋１ｉ ，珔ｐ
ｋ＋１
ｉ ）ｉ＝〈珔ｕ

ｋ＋１
ｉ ，珔ｐ

ｋ＋１
ｉ 〉ΓＮ，ｉ＋〈

珋ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，珔ｐｋ＋１ｉ 〉ｉｊ， （２．１３）

（珔ｐｋ＋１ｉ ，珋ｙ
ｋ＋１
ｉ ）ｉ＝‖珋ｙ‖

２
ｉ＋〈

珔ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，珋ｙｋ＋１ｉ 〉ｉｊ。 （２．１４）

对所有ｉ，将（２．１３）和（２．１４）相减，可得到如下方程：

－∑
ｊ，Σｉｊ≠

（
珋ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，珔ｐｋ＋１ｉ ）ｉｊ－（

珔ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ
，珋ｙｋ＋１ｉ ）{ }ｉｊ ＝－‖珋ｙｋ＋１ｉ ‖２

ｉ＋〈珔ｐ
ｋ＋１
ｉ ，珔ｕ

ｋ＋１
ｉ 〉ΓＮ，ｉ。 （２．１５）

现在，利用Ω上的不等式（１．６）及Ωｉ上的不等式（２．４）。在假设条件（２．５）下，在（１．６）中取ｖ＝ｕ
ｋ＋１
ｉ ，

在（２．４）中取ｖｉ＝ｕｉ，将这两个方程相加，可得到如下的估计式：
〈珔ｐｋ＋１ｉ ，珔ｕ

ｋ＋１
ｉ 〉ΓＮ，ｉ≤－α‖珔ｕ

ｋ＋１
ｉ ‖

２
ΓＮ，ｉ。 （２．１６）

结合（２．１５）与（２．１６），代入（２．１２）可得到如下不等式：
Ｅｋ＋１≤Ｅｋ－２Σｉ｛‖ 珋ｙ

ｋ＋１
ｉ ‖

２
ｉ＋α‖珔ｕ

ｋ＋１
ｉ ‖

２
ΓＮ，ｉ＋‖ 珋ｙ

ｋ
ｉ‖

２
ｉ＋α‖珔ｕ

ｋ
ｉ‖

２
ΓＮ，ｉ｝。 （２．１７）

综上所述，｛Ｅｋ｝是单调递减且有下界的序列，故｛Ｅｋ｝极限存在。由此，在子区域Ωｉ上有如下的结果：

‖ 珋ｙｋ＋１ｉ ‖ｉ→０，‖珔ｕ
ｋ＋１
ｉ ‖ΓＮ，ｉ→０，当ｋ→＋∞时。 （２．１８）
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由此可见，非重叠型区域分解迭代格式（２．２～２．４）是收敛的。

３　数值算例

我们建立一个算例模型，通过实际数值计算，验证了第２节所提出的非重叠型区域迭代格式的有效性。
在矩形域Ω＝［－２，２］×［－１／２，１／２］上，考虑模型（１．１～２．１）。设Ω的左右边界为Ｎｅｕｍａｎ边界，即

ΓＮ＝Γｌ∪Γｒ，Γｌ＝｛－２｝×（－１／２，１／２），Γｒ＝｛２｝×（－１／２，１／２）；Ω的上下边界为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界，即ΓＤ＝
［－２，２］×｛１／２｝∪［－２，２］×｛－１／２｝。假定此模型及其对偶方程的定解条件为：（ｘ１，ｘ２）∈Ω，

ｙ＝ｃｏｓ（πｘ１）ｃｏｓ（πｘ２），

ｐ＝－ｃｏｓ（πｘ１）ｃｏｓ（πｘ２），

ｕ＝ｃｏｓ（πｘ２），

ｙ０＝（２π
２＋１）ｃｏｓ（πｘ１）ｃｏｓ（πｘ２），

ｆ＝２π２ｃｏｓ（πｘ１）ｃｏｓ（πｘ２













）。

（３．１）

算例中，把区域 Ω分解成左右两个非重叠的等份子区域，即：Ω＝Ω１∪Ω２，Ω１＝［－２，０］×［－１／２，
１／２］，Ω２＝［０，２］×［－１／２，１／２］，取两子区域间的内边界为Γ０＝｛０｝×［－１／２，１／２］。在计算过程中，采用
三角形单元剖分区域Ω１和Ω２，剖分单元的最大直径分别取 ｈ＝０２，０１，００５三种情况考虑。状态变量 ｙ
和对偶变量ｐ由分片线性函数逼近，而控制变量ｕ由分片常数逼近。

文献［１４］指出一些离散迭代算子的特征值接近１甚至有时候超过 １。因此，文献［１４］在数值实验中采
用一种松弛传递条件来代替Ｒｏｂｉｎ条件，即

ｙｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

＋βｐｋ＋１ｉ ＝ρ －
ｙｋｊ
珗ｎｊ
＋βｐ( )ｋｊ ＋（１－ρ）ｙ

ｋ
ｉ

珗ｎｉ
＋βｐ( )ｋｉ，ｏｎΣｉｊ， （３．２）

ｐｋ＋１ｉ
珗ｎｉ

－βｙｋ＋１ｉ ＝ρ －
ｐｋｊ
珗ｎｊ
－βｙ( )ｋｊ －（１－ρ）ｐ

ｋ
ｉ

珗ｎｉ
－βｙ( )ｋｉ，ｏｎΣｉｊ。 （３．３）

其中，参数ρ∈（０，１），一般总是取ρ＝１／２。由于参数β对迭代收敛速度有绝对性的影响，我们取β＝１／ｈ。
通过数值计算，可以得到如下的结果。表１给出了子区域Ω１上的变量ｙ、ｐ和ｕ的Ｌ

２模的误差估计及

收敛阶，而表２给出了子区域Ω２上的变量ｙ、ｐ和ｕ的Ｌ
２模的误差估计及收敛阶。

表１　子区域Ω１上的Ｌ
２模误差估计及收敛阶

Ｔａｂｌｅ１　Ｌ２ｎｏｒｍｅｒｒｏｒａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｉｎｓｕｂｄｏｍａｉｎΩ１

ｈ
ｙ

ｅｒｒｏｒ ｒａｔｅ
ｐ

ｅｒｒｏｒ ｒａｔｅ
ｕ

ｅｒｒｏｒ ｒａｔｅ
０２ ２９８０４ｅ２ ３２６９８ｅ２ １２８８１ｅ１
０１ ８９１８１ｅ３ １７４０７ ９０８２４ｅ３ １８４８１ ６４１９２ｅ２ １００４８
００５ ２５１８２ｅ３ １８２４３ ２３２６７ｅ３ １９６４８ ３２０７０ｅ２ １００１２

表２　子区域Ω２上的Ｌ
２模误差估计及收敛阶

Ｔａｂｌｅ２　Ｌ２ｎｏｒｍｅｒｒｏｒａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｉｎｓｕｂｄｏｍａｉｎΩ２

ｈ
ｙ

ｅｒｒｏｒ ｒａｔｅ
ｐ

ｅｒｒｏｒ ｒａｔｅ
ｕ

ｅｒｒｏｒ ｒａｔｅ
０２ ３４３２３ｅ２ ３２７８５ｅ２ １２８７４ｅ１
０１ ９８６２２ｅ３ １７９９２ ９１００１ｅ３ １８４９１ ６４１６５ｅ２ １００４６
００５ ２７１７１ｅ３ １８５９８ ２３３２７ｅ３ １９６３９ ３２０６９ｅ２ １０００６

　　以子区域间内边界Γ０上四点处为例，表３给出了状态变量ｙ的精确值、左右两侧两个区域Ω１和 Ω２上
计算得到的近似值及它们的绝对差值。同理，表４给出了对偶状态变量ｐ的情况。其中，ｙ１及ｐ１表示在Ω１
上的近似值，ｙ２及ｐ２表示在Ω２上的近似值。

以剖分单元的最大直径ｈ＝００５为例，图１～图６分别给出了变量 ｙ、ｐ及 ｕ在子区域 Ω１及 Ω２上的精
确解和近似解图。
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表３　状态变量ｙ在内边界Γ０上的对比值
Ｔａｂｌｅ３　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｓｙｏｎ

ｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｅΓ０
（ｘ１，ｘ２） ｙ ｙ１ ｙ２ ｜ｙ１－ｙ２｜
（０，０４０） ０３０９０ ０３０８９ ０３０８７ ２４１１２ｅ０４
（０，０１５） ０８９１０ ０８８６６ ０８８６９ ３５４４３ｅ０４
（０，０１０） ０９５１１ ０９４５１ ０９４５７ ５６９５４ｅ０４
（０，０３５） ０４５４０ ０４５３５ ０４５３６ ２４８１１ｅ０５

表４　对偶状态变量ｐ在内边界Γ０上的对比值
Ｔａｂｌｅ４　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｄｊｏｉｎｔｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｓｐｏｎ

ｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｅΓ０
（ｘ１，ｘ２） ｐ ｐ１ ｐ２ ｜ｐ１－ｐ２｜
（０，０４０） －０３０９０ －０３０８８ －０３０８６ ２２４４８ｅ０４
（０，０１５） －０８９１０ －０８８７２ －０８８７６ ３８３４０ｅ０４
（０，－０１０）－０９５１１ －０９４７０ －０９４７６ ６１００４ｅ０４
（０，－０３５）－０４５４０ －０４５３８ －０４５３８ ４８１６８ｅ０５

图１　子区域Ω１上ｙ的精确解和近似解
Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｅｘａｃｔａｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｙｉｎｓｕｂｄｏｍａｉｎΩ１

图２　子区域Ω２上ｙ的精确解和近似解
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｅｘａｃｔａｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｙｉｎｓｕｂｄｏｍａｉｎΩ２

图３　子区域Ω１上ｐ的精确解和近似解
Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｅｘａｃｔａｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｐｉｎｓｕｂｄｏｍａｉｎΩ１
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图４　子区域Ω２上ｐ的精确解和近似解
Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｅｘａｃｔａｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｐｉｎｓｕｂｄｏｍａｉｎΩ２

图５　左边界Γｌ上ｕ的精确解和近似解
Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｅｘａｃｔａｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｕｏｎΓｌ

图６　右边界Γｒ上ｕ的精确解和近似解
Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｅｘａｃｔａｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｕｏｎΓｒ

　　图７描述了取α＝０１及α＝００１时目标泛函Ｊ（ｕ）在子区域Ω１和Ω２上值的变化趋势。一般情况下，

目标泛函的迭代次数会随着α的减小而减少，但在此算例中由于 α∫ΓＮｕ２ｄｓ非常小，对目标泛函的影响很小，
故随着α的不同迭代次数没有很明显的变化。
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图７　子区域Ω１和Ω２上目标泛函Ｊ（ｕ）的变化趋势图
Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎＪ（ｕ）ｉｎΩ１ａｎｄΩ２
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