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平图的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的 Ｍａｐｌｅ 计算

李美莲１ꎬ邓青英２

(１. 龙岩学院信息工程学院ꎬ 福建 龙岩 ３６４０１２ꎻ ２. 厦门大学数学科学学院ꎬ 福建 厦门 ３６１００５)

摘要:将现有的计算方法改进得到了一种新的计算平图的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的方法ꎮ 算法使用了圈置换的方法计算每个 ｔｒａｎｓｉ￣
ｔｉｏｎ 操作所产生的欧拉圈的数目ꎮ 利用 Ｍａｐｌｅ 软件编写出了该算法的程序ꎬ通过这个程序ꎬ可以实现任意一个平图的 ｔｒａｎｓｉ￣
ｔｉｏｎ 多项式的计算ꎮ
关键词:平图ꎻ４￣正则图ꎻｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式ꎻ Ｍａｐｌｅ 程序
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１　 引言和预备知识

文献[１]引进了一个平图的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的定义ꎮ 给定连通平图 Ｇ ＝ (ＶꎬＥꎬＦ)和它的中间图 􀭾Ｇ ＝
( 􀭹Ｖꎬ􀭹Ｅꎬ􀭹Ｆ)ꎬ由中间图的定义知 Ｅ＝ 􀭹Ｖꎮ 给定中间图 􀭾Ｇ 的一个经典黑白着色ꎬ无界面着白色ꎬ则对一个四度顶

点 ｅ∈􀭹Ｖ 分解成 ２ 个二度顶点ꎬ有下列 ３ 种可能(如图 １)ꎬ分别记为黑、白、交叉型ꎮ

图 １　 点 ｅ 的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 操作 ｐ(ｅ)
Ｆｉｇ.１　 Ａ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐ(ｅ) ａｔ ｅ

　 　 将图 １ 的这种操作称为在顶点 ｅ 进行了 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 操作ꎬ记 ｐ(ｅ)ꎮ 若对图 􀭾Ｇ 的每个顶点选择黑、白、交
叉 ３ 种中的其中一种 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 操作ꎬ 则称 ｐ＝{ｐ(ｅ):ｅ∈􀭹Ｖ}为图 􀭾Ｇ 的一个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍꎮ 显然ꎬ 图 􀭾Ｇ 有
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３ ｜Ｅ ｜ 种不同的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓꎮ 每个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｐ 将中间图 􀭾Ｇ 分解成若干个边不交的圈(欧拉子图)ꎬ
把这个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｐ 产生的欧拉圈的数目记为 ｃ(ｐ)ꎮ

现在对每个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 类型 ｐ(ｅ)赋权

Ｗ(ｐ(ｅ))＝
αꎬ 如果 ｐ(ｅ)是黑ꎻ
βꎬ 如果 ｐ(ｅ)是白ꎻ

γꎬ 如果 ｐ(ｅ)是交叉ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

并且设 Ｗ(ｐ) ＝ ∏
ｅ∈Ｅ

Ｗ(ｐ(ｅ))ꎮ

定义 １　 设连通平图Ｇ ＝(ＶꎬＥꎬＦ)ꎬＧ的中间图 􀭾Ｇ ＝( 􀭹Ｖꎬ􀭹Ｅꎬ􀭹Ｆ)ꎬ关于Ｗ权的Ｇ的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ多项式 Ｓ(􀭾Ｇꎬ
Ｗꎻλ) 为

Ｓ(􀭾ＧꎬＷꎻλ) ＝∑
ｐ
Ｗ(ｐ)λｃ(ｐ)ꎬ

其中∑ 是对所有 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｐ 求和ꎬＷ(ｐ) ＝∏
ｅ∈Ｅ

Ｗ(ｐ(ｅ))ꎬｃ(ｐ) 为 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｐ 产生的欧拉圈

的数目ꎮ
例 １　 以下为一个最小的例子ꎬ即边数 ｜ Ｅ ｜ ＝ １ 的情况ꎮ

Ｓ ＝ αλ２ ＋ (β ＋ γ)λꎮ
例 ２　 类似地ꎬ对于一个环

　 　 我们有 Ｓ ＝ βλ２ ＋ (α ＋ γ)λꎮ
定义 ２　 设连通平图 Ｇ ＝ (ＶꎬＥꎬＦ)ꎬＧ 的中间图 􀭾Ｇ ＝ ( 􀭹Ｖꎬ􀭹Ｅꎬ􀭹Ｆ)ꎬ定义图 Ｇ 的 Ｐｅｎｒｏｓｅ 多项式为

Ｐ(Ｇꎻλ) ＝Ｓ(􀭾ＧꎬＷ ０ꎬ１ꎬ－１ꎻλ) ＝∑
ｐ

( － １) ｘ(ｐ)λｃ(ｐ)ꎬ

其中 􀰑 是对所有这样的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｐ 求和ꎬｘ(ｐ)为 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｐ 下交叉型的数目ꎮ
Ｐｅｎｒｏｓｅ 多项式是 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的一种特殊情形ꎬ即当 α＝ ０(即无黑型)ꎬβ＝ １ꎬγ＝ －１ 的情形ꎬ因此ꎬ计

算 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的方法也适用于 Ｐｅｎｒｏｓｅ 多项式的计算ꎮ 此外ꎬ当 ｘ ＝ ｙ 时ꎬ平图的 Ｔｕｔｔｅ 多项式是其中间

图的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式[２]ꎮ 定向链环的投影图的 Ｋａｕｆｆｍａｎ 尖括号多项式是 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的另外一个

例子[３]ꎮ
文献[４]研究了经典链环投影图的尖括号多项式的计算方法ꎬ文献[５]将其推广到了虚拟链环ꎬ本文再

将文献[５]中的计算方法进一步改进ꎬ得到了一种新的计算 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的方法ꎮ 算法使用了圈置换的

方法去计算每个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 所产生的欧拉圈的数目 ｃ(ｐ)ꎮ 利用Ｍａｐｌｅ 软件编写出了该算法的程序ꎬ通
过这个程序ꎬ可以实现任意一个平图的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式和 Ｐｅｎｒｏｓｅ 多项式的计算ꎮ

２　 方法

将直接从带有经典黑白着色的中间图出发来考虑 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的计算方法ꎮ 考虑一个具有 Ｎ 个顶

点的 ４￣正则图(图 ２)ꎬ在每个顶点放置一个小圆圈ꎬ小圆圈里没有任何其它交叉点ꎮ 对小圆圈与图的边的交
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点按如图 ３ 依顺时针方向递增进行标号ꎮ

图 ２　 具有 Ｎ 个顶点的四正则图
Ｆｉｇ.２　 ４￣ｒｅｇｕｌａｒ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ Ｎ ｖｅｒｔｅｘｓ

图 ３　 弧段端点的标号
Ｆｉｇ.３　 Ｎｕｍｂｅｒｉｎｇ ｅｎｄ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ａｒｃｓ

　 　 由于假设 ４￣正则图有 Ｎ 个顶点ꎬ因此在每个顶点放置一个小圆圈后有 ２Ｎ 条弧段且共有 ４Ｎ 个弧段的端

点ꎬ对这些端点 １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ４Ｎ 进行标号ꎮ 把集合{１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ４Ｎ}分成 ２Ｎ 个子集{Ａ１ꎬＡ２ꎬＡ３ꎬ􀆺ꎬＡ２Ｎ}ꎬ这里

Ａ ｉ ＝{ ｉ１ꎬｉ２}ꎬ并且 ｉ１、ｉ２ 是一条弧段的 ２ 个端点的标号ꎬ其中 ｉ２>ｉ１ꎮ 把上述情况写成数组形式ꎬ记为 Ｐ１ꎮ

Ｐ１ ＝

１１

２１

⋮
(２Ｎ) １

１２

２２

⋮
(２Ｎ) ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎮ

注意到这个数组中ꎬ每个数ｉｊ∈{１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ４Ｎ}ꎬ且这个集合里的每个数在这个数组中恰好出现一次ꎮ
为了更好地叙述ꎬ给出一个具体的例子ꎬ如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 八字节投影图
Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｅｉｇｈｔ ｋｎｏｔｓ

　 　 按图 ５(ａ)所示给图 ４ 进行标号ꎬ则 Ｐ１ 等于下列所示的数组(见图 ５(ｂ))ꎮ

(ａ)

１ ６
２ ９
３ １６
４ ７
５ １０
８ １５
１１ １４
１２ １３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(ｂ)

１ ２
４ ３
５ ６
８ ７
９ １０
１２ １１
１３ １４
１６ １５

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

　 　 　 　 　 　 (ｃ)
图 ５　 八字节投影图的例子

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ｅｉｇｈｔ ｋｎｏｔｓ

　 　 另外ꎬ按顺时针的顺序从标号最小的开始标记逐个节点周围的端点ꎬ可以得到另外一个数组构成的

２Ｎ×２阶矩阵ꎬ记为 Ｐ２ꎮ
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Ｐ２ ＝

１
４
５
８
⋮

４Ｎ－３
４Ｎ

２
３
６
７
⋮

４Ｎ－２
４Ｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎮ

对应于图 ５(ａ)的 Ｐ２(见图 ５(ｃ))ꎮ
在数组 Ｐ２ 中ꎬ１ 连接 ２ꎬ３ 连接 ４􀆺ꎬ按这种方式ꎬＰ２ 对应的就是全黑状态ꎮ 如果对节点 １ 选择白型操作ꎬ

则需将 Ｐ２ 变为 Ｐ′２ꎮ

Ｐ′２ ＝

４
３
５
８
⋮

４Ｎ－３
４Ｎ

１
２
６
７
⋮

４Ｎ－２
４Ｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎮ

如果对节点 １ 选择交叉型操作ꎬ则需将 Ｐ２ 变为 Ｐ″２

Ｐ″２ ＝

１
４
５
８
⋮

４Ｎ－３
４Ｎ

３
２
６
７
⋮

４Ｎ－２
４Ｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎮ

一般来说ꎬ如果要在第 ｉ 个节点由黑型变为白型ꎬ只需一个简单操作ꎬ即在 Ｐ２ 中把数组
４ｉ－３ ４ｉ－２
４ｉ ４ｉ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ 按

顺时针方向旋转 ９０°ꎬ 转变为
４ｉ ４ｉ－３

４ｉ－１ ４ｉ－２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 如果要在第 ｉ 个节点由黑型变为交叉型ꎬ 需将数组

４ｉ－３ ４ｉ－２
４ｉ ４ｉ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ 转变为

４ｉ－３ ４ｉ－１
４ｉ ４ｉ－２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

假定数组 Ｐ１ 是固定的ꎮ 给定一个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 的 Ｐ２ꎬ从 Ｐ１ 开始选取 １１ꎬ令 σ(１１)＝ １２ꎬ然后从 Ｐ２ 中

找到 １２ꎬ写 σ(１２)＝ ｌ２ꎮ 这里 ｌ２ 是 Ｐ２ 中与 １２ 同一行的另一个数ꎮ 再回到 Ｐ１ꎬ从 Ｐ１ 中找到 ｌ２ꎬ写 σ( ｌ２)＝ ｋ２ꎬ
其中 ｋ２ 为 Ｐ１ 中与 ｌ２ 同一行的另外一个数ꎬ如此一直下去ꎬ可以获得集合{１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ４Ｎ}的一个置换 σꎬ这个

置换的每个圈对应于这个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｐ 下的一个圈ꎬ这个置换的圈数正好就是这个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｐ
所产生的欧拉圈的数目 ｃ(ｐ)ꎮ 以这种方式ꎬ可以获得 ３Ｎ 个置换 σｋ(１≤ｋ≤３Ｎ)ꎬ而且每个置换对应 ４￣正则

图的一个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍꎮ
例 ３　 考虑八字节投影图结ꎮ (如图 ５(ａ))ꎮ
选择八字结的其中两个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓꎬ如图 ６ 所示ꎮ

图 ６　 八字结的 ２ 个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ
Ｆｉｇ.６　 Ｔｗｏ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｉｇｈｔ ｋｎｏｔｓ



　 第 １０ 期 李美莲ꎬ等:平图的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的 Ｍａｐｌｅ 计算 ３１　　　 　

对应于图 ６(ａ)的 Ｐ１ 和 Ｐ２ 为:

Ｐ１ ＝

１
２
３
４
５
８
１１
１２

６
９
１６
７
１０
１５
１４
１３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ　 Ｐ２ ＝

４
３
８
７
９
１２
１３
１６

１
２
５
６
１０
１１
１４
１５

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎮ

这个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 对应的置换为

１ ６ ７ ４ ２ ９ １０ ５ ８ １５ １６ ３ １１ １４ １３ １２
６ ７ ４ １ ９ １０ ５ ８ １５ １６ ３ ２ １４ １３ １２ １１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

即置换 (１ ６ ７ ４) (２ ９ １０ ５ ８ １５ １６ ３) (１１ １４ １３ １２)ꎮ
对应于该 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 下的 ３ 个欧拉圈ꎬ见图 ６(ａ)ꎬ即在图 ６(ａ)的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 下ꎬｃ(ｐ)＝ ３ꎬ并

且这个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 包含 ２ 个黑型和 ２ 个白型ꎬ因而与该 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 相应的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的项为

β２α２λ３ꎮ 类似地ꎬ可以通过上面的方法得到对应于图 ６(ｂ)的数组 Ｐ′２ꎬ

Ｐ′２ ＝

４
３
８
７
９
１２
１３
１６

１
２
５
６
１１
１０
１５
１４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎮ

与这个其对应的置换为

１ ６ ７ ４ ２ ９ １１ １４ １６ ３ ５ １０ １２ １３ １５ ８
６ ７ ４ １ ９ １１ １４ １６ ３ ２ １０ １２ １３ １５ ８ ５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

即置换 (１ ６ ７ ４)(２ ９ １１ １４ １６ ３)(５ １０ １２ １３ １５ ８)ꎮ
对应于该 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 下的 ３ 个欧拉圈ꎬ见图 ６(ｂ)ꎮ 相应的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的项为 β２γ２λ３ꎮ
显然ꎬ对于八字结来说有 ３４ 种不同的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓꎻ因此若要手工绘制每个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 是非常

困难的ꎬ但借助于下面的 Ｍａｐｌｅ 程序可以实现任意一个平图的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的计算ꎮ

３　 程序

通过将第 ２ 节中求 ｃ(ｓ)的方法转换成求图的分支数用 Ｍａｐｌｅ 软件编写了计算四正则图 ＧｒＰ 的 ｔｒａｎｓｉ￣
ｔｉｏｎ 多项式的程序ꎮ 程序如下:

ｗｉｔｈ(ｃｏｍｂｉｎａｔꎬ ｐｏｗｅｒｓｅｔ):
ｗｉｔｈ(ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ):

ＴｒａｎｓｉｔｉｏｎＰｏｌｙｎｏｍｉａｌ:＝ｐｒｏｃ(Ｐ::Ｍａｔｒｉｘꎬ Ａ::Ｍａｔｒｉｘꎬ Ｂ::Ｍａｔｒｉｘꎬ Ｃ::Ｍａｔｒｉｘꎬ Ｎ::ｉｎｔｅｇｅｒ)
ｌｏｃａｌＧｒＰꎬＧｒＰＱꎬＶꎬＥꎬＮｏｄｅｓꎬＴｒａｎＰｏｌｙꎬＱꎬＷꎬＰＳＣꎬＰＳＡꎬＮ１ꎬＮ２ꎬＡＡꎬＡＢꎬＣＣꎬαꎬβꎬγꎬλꎬａꎬｃꎬｄꎬ ｉꎬ ｊꎬｋꎬ

Ｃｏｍｐꎻ
ＧｒＰ:＝Ｇｒａｐｈ(４Ｎ)ꎻ
ｆｏｒ ｉ ｔｏ ２Ｎ ｄｏ
ＧｒＰ:＝ＡｄｄＥｄｇｅ(ＧｒＰꎬ{{Ｐ[ ｉꎬ１]ꎬＰ[ ｉꎬ２]}}ꎬｉｎｐｌａｃｅ＝ ｔｒｕｅ)ꎻ
ｅｎｄ ｄｏꎻ
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Ｖ:＝Ｖｅｒｔｉｃｅｓ(ＧｒＰ)ꎻ
Ｅ:＝Ｅｄｇｅｓ(Ｇｒｐ)ꎻ
Ｎｏｄｅｓ:＝{ }ꎻ
ｆｏｒ ｉ ｔｏ Ｎ ｄｏ
Ｎｏｄｅｓ:＝Ｎｏｄｅｓ ｕｎｉｏｎ{ ｉ}ꎻ
ｅｎｄ ｄｏꎻ
ＴｒａｎＰｏｌｙ:＝ ０ꎻ
Ｑ:＝Ｍａｔｒｉｘ(２Ｎꎬ２)ꎻ
Ｗ:＝ １ꎻ
ＰＳＣ:＝ｐｏｗｅｒｓｅｔ(Ｎ)ꎻ
ＰＳＣ:＝ ｓｏｒｔ(ＰＳＣ)ꎻ
Ｎ１:＝ｎｏｐｓ(ＰＳＣ)ꎻ
ｆｏｒ ｊ ｔｏ Ｎ１ ｄｏ
ＣＣ:＝ｏｐ( ｊꎬＰＳＣ)ꎻ
ｃ:＝ｎｏｐｓ(ＣＣ)ꎻ
ＡＢ:＝Ｎｏｄｅｓ ｍｉｎｕｓ ＣＣꎻ
ＰＳＡ:＝ｐｏｗｅｒｓｅｔ(ＡＢ)ꎻ
ＰＳＡ:＝ ｓｏｒｔ(ＰＳＡ)ꎻ
Ｎ２:＝ｎｏｐｓ(ＰＳＡ)ꎻ
ｆｏｒ ｋ ｔｏ Ｎ２ ｄｏ
ＡＡ:＝ｏｐ(ｋꎬＰＳＡ)ꎻ
ａ:＝ｎｏｐｓ(ＡＡ)ꎻ
ｗ:＝ｗ􀅰αａ􀅰βＮ－ａ－ｃ􀅰γｃꎻ
ｆｏｒ ｉ ｔｏ Ｎ ｄｏ
ｉｆ ｉ∈ＣＣ ｔｈｅｎ
Ｑ[２􀅰ｉ－１ꎬ１]:＝Ｃ[２􀅰ｉ－１ꎬ１]ꎻ
Ｑ[２􀅰ｉ－１ꎬ２]:＝Ｃ[２􀅰ｉ－１ꎬ２]ꎻ
Ｑ[２􀅰ｉꎬ１]:＝Ｃ[２􀅰ｉꎬ１]ꎻ
Ｑ[２􀅰ｉꎬ２]:＝Ｃ[２􀅰ｉꎬ２]ꎻ
ｅｌｉｆ ｉ∈ＡＡ ｔｈｅｎ
Ｑ[２􀅰ｉ－１ꎬ１]:＝Ａ[２􀅰ｉ－１ꎬ１]ꎻ
Ｑ[２􀅰ｉ－１ꎬ２]:＝Ａ[２􀅰ｉ－１ꎬ２]ꎻ
Ｑ[２􀅰ｉꎬ１]:＝Ａ[２􀅰ｉꎬ１]ꎻ
Ｑ[２􀅰ｉꎬ２]:＝Ａ[２􀅰ｉꎬ２]ꎻ
ｅｌｓｅ
Ｑ[２􀅰ｉ－１ꎬ１]:＝Ｂ[２􀅰ｉ－１ꎬ１]ꎻ
Ｑ[２􀅰ｉ－１ꎬ２]:＝Ｂ[２􀅰ｉ－１ꎬ２]ꎻ
Ｑ[２􀅰ｉꎬ１]:＝Ｂ[２􀅰ｉꎬ１]ꎻ
Ｑ[２􀅰ｉꎬ２]:＝Ｂ[２􀅰ｉꎬ２]ꎻ
ｅｎｄ ｉｆꎻ
ｅｎｄ ｄｏꎻ
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ｆｏｒ ｉ ｔｏ ２Ｎ ｄｏ
Ｅ:Ｅ ｕｎｉｏｎ{{Ｑ[ ｉꎬ１]ꎬ Ｑ[ ｉꎬ２]}}ꎻ
ｅｎｄ ｄｏꎻ
ＧｒＰＱ:＝Ｇｒａｐｈ(ＶꎬＥ)ꎻ
Ｃｏｍｐ:＝ＣｏｎｎｅｃｔｅｄＣｏｍｐｏｎｅｎｔｓ(ＧｒＰＱ)ꎻ
ｄ:＝ｎｏｐｓ(Ｃｏｍｐ)ꎻ

ＴｒａｎＰｏｌｙ:＝ＴｒａｎＰｏｌｙ＋ｗ􀅰λｄꎻ
Ｗ:＝ １ꎻ
Ｅ:＝Ｅｄｇｅｓ(ＧｒＰ)ꎻ
ｅｎｄ ｄｏꎻ
ｅｎｄ ｄｏꎻ
ｅｘｐａｎｄ(ＴｒａｎＰｏｌｙ)ꎻ
ｅｎｄ ｐｒｏｃ
程序中输入的 ４ 个参数 Ｐ、Ａ、Ｂ、Ｎ 的解释如下:数组 Ｐ 表示上文中的数组 Ｐ１ꎬ矩阵 Ａ 表示全黑型状态下

的数组 Ｐ２ꎬ矩阵 Ｂ 表示全白型状态下的数组ꎬ矩阵 Ｃ 表全交叉型状态下的数组ꎬＮ 表示所有图中节点的数目ꎮ
程序中几个重要变量的解释如下:矩阵 Ｑ 的初始值是 ２Ｎ×２ 阶零矩阵ꎬ通过将第 ｉ 个节点的状态值赋给

矩阵 Ｑ 的 ４ 个元素 Ｑ[２ｉ－１ꎬ１]、Ｑ[２ｉ－１ꎬ２]、Ｑ[２ｉꎬ１]、Ｑ[２ｉꎬ２]ꎮ 若第 ｉ 个节点的状态是黑型ꎬ则将矩阵 Ａ
相应的 ４ 个元素赋给矩阵 Ｑ 的 ４ 个元素ꎻ若第 ｉ 个节点的状态是白型ꎬ则将矩阵 Ｂ 相应的 ４ 个元素赋给矩阵

Ｑ 的 ４ 个元素ꎻ若第 ｉ 个节点的状态是交叉型ꎬ则将矩阵 Ｃ 相应的 ４ 个元素赋给矩阵 Ｑ 的 ４ 个元素ꎻ从而矩

阵 Ｑ 表示四正则图的一种 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍꎬ即同上文中的数组 Ｐ′２ꎮ 程序中数组 Ｐ 的每一行看成图 ＧｒＰ 的

一条边ꎬ矩阵 Ｑ 的每一行表示在相应状态下小圆圈中的一段弧ꎬ将 Ｑ 中的所有弧段当作边加入到图 ＧｒＰ 中

得到的新图记做图 ＧｒＰＱꎬ通过命令 ＣｏｎｎｅｃｔｅｄＣｏｍｐｏｎｅｎｔｓ(ＧｒＰＱ)求出图 ＧｒＰＱ 中的连通分支 Ｃｏｍｐꎬ即上文

中由数组 Ｐ１ 和 Ｐ′２所得到的置换的圈分解ꎮ 连通分支数记做 ｃꎬ即置换中圈的数目ꎮ 根据 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式的

计算公式ꎬ对每个 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 对应的 Ｗ􀅰λｄ 进行求和ꎬ其中 Ｗ 表示 αａ􀅰βｗ－ａ－ｃγｃꎬｄ 表示欧拉圈的数目ꎬ
ａ、ｃ 分别表示 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ 中黑型、交叉型的数目ꎮ

４　 实例

例 ４　 根据 Ｍａｐｌｅ 程序求图 ４ 的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式ꎮ
输入:

Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ(Ｍａｔｒｉｘ([[１ꎬ６]ꎬ[２ꎬ９]ꎬ[３ꎬ１６]ꎬ[４ꎬ７]ꎬ[５ꎬ１０]ꎬ[８ꎬ１５]ꎬ[１１ꎬ１４]ꎬ[１２ꎬ１３]])ꎬ
　 　 Ｍａｔｒｉｘ ([[１ꎬ２]ꎬ[４ꎬ３]ꎬ[６ꎬ５]ꎬ[７ꎬ８]ꎬ[９ꎬ１０]ꎬ[１２ꎬ１１]ꎬ[１４ꎬ１３]ꎬ[１５ꎬ１６]])ꎬ
　 　 Ｍａｔｒｉｘ ([[４ꎬ１]ꎬ[３ꎬ２]ꎬ[８ꎬ５]ꎬ[７ꎬ６]ꎬ[９ꎬ１２]ꎬ[１０ꎬ１１]ꎬ[１６ꎬ１３]ꎬ[１５ꎬ１４]])ꎬ
　 　 Ｍａｔｒｉｘ ([[１ꎬ３]ꎬ[２ꎬ４]ꎬ[５ꎬ７]ꎬ[６ꎬ８]ꎬ[９ꎬ１１]ꎬ[１０ꎬ１２]ꎬ[１３ꎬ１５]ꎬ[１４ꎬ１６]])ꎬ４)ꎻ
输出:

β４λ３ ＋４αβ３λ２＋５α２β２λ＋α２β２λ３＋４α３βλ２＋α４λ３

＋４β３γλ２＋１０αβ２γλ＋１０α２βγλ＋２α２βγλ２＋４α３γλ２

＋２αβ２γλ２＋５β２γ２λ＋８αβγ２λ２＋α２γ２λ３＋４αβγ２λ
＋５α２γ２λ＋β２γ２λ３＋２βγ３λ＋２αγ３λ２＋２βγ３λ２＋２αγ３λ＋γ４λ

例 ５　 根据 Ｍａｐｌｅ 程序求图 ７ 的 ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ 多项式和 Ｐｅｎｒｏｓｅ 多项式ꎮ
输入:
Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ(Ｍａｔｒｉｘ([[１ꎬ６]ꎬ[２ꎬ９]ꎬ[３ꎬ１６]ꎬ[４ꎬ２７]ꎬ[５ꎬ１０]ꎬ[７ꎬ１８]ꎬ[８ꎬ１１]ꎬ[１２ꎬ１３]ꎬ
　 　 [１４ꎬ２１]ꎬ[１５ꎬ２８]ꎬ[１７ꎬ２２]ꎬ[１９ꎬ２０]ꎬ[２３ꎬ２６]ꎬ[２４ꎬ２５]])ꎬ
　 　 Ｍａｔｒｉｘ([[１ꎬ２]ꎬ[４ꎬ３]ꎬ[５ꎬ６]ꎬ[８ꎬ７]ꎬ[９ꎬ１０]ꎬ[１２ꎬ１１]ꎬ [１３ꎬ１４]ꎬ[１６ꎬ１５]ꎬ[１７ꎬ１８]ꎬ[２０ꎬ１９]ꎬ
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　 　 [２１ꎬ２２]ꎬ[２４ꎬ２３]ꎬ[２５ꎬ２６]ꎬ[２８ꎬ２７]])ꎬ
　 　 Ｍａｔｒｉｘ([[４ꎬ１]ꎬ[３ꎬ２]ꎬ[８ꎬ５]ꎬ[７ꎬ６]ꎬ[１２ꎬ９]ꎬ[１１ꎬ１０]ꎬ[１６ꎬ１３]ꎬ[１５ꎬ１４]ꎬ[２０ꎬ１７]ꎬ[１９ꎬ１８]ꎬ
　 　 [２４ꎬ２１]ꎬ[２３ꎬ２２]ꎬ[２８ꎬ２５]ꎬ[２７ꎬ２６]])ꎬ
　 　 Ｍａｔｒｉｘ ([[１ꎬ３]ꎬ[２ꎬ４]ꎬ[５ꎬ７]ꎬ[６ꎬ８]ꎬ[９ꎬ１１]ꎬ[１０ꎬ１２]ꎬ[１３ꎬ１５]ꎬ[１４ꎬ１６]ꎬ[１７ꎬ１９]ꎬ[１８ꎬ２０]ꎬ
　 　 [２１ꎬ２３]ꎬ[２２ꎬ２４]ꎬ[２５ꎬ２７]ꎬ[２６ꎬ２８]])ꎬ７)ꎻ
输出:
１０４α２β３γ２λ２＋１４α２β３γ２λ４＋８０α２β３γ２λ＋６５α３β２γ２λ３＋７８α３β２γ２λ＋６６α３β２γ２λ２

＋８１α４βγ２λ２＋１４α４βγ２λ４＋１０α４βγ２λ３＋３α４γ３λ３＋β４γ３λ４＋β６γλ４＋１４β５γ２λ２

＋３１α２β４γλ２＋３９α２β４γλ＋３２α２β４γλ３＋５２α３β３γλ＋２８α３β３γλ ３＋５６α３β３γλ２

＋４α３β３γλ４＋８１α４β２γλ２＋１９α４β２γλ３＋５α４β２γλ４＋４０α５βγλ３＋２α５βγλ４＋３２α２βγ４λ
＋６α２βγ４λ３＋１５αβ２γ４λ３＋５α２βγ４λ４＋５α４γ３λ４＋１３β４γ３λ＋３６α３βγ３λ２＋２α３βγ３λ４

＋５２α３βγ３λ＋３α２β２γ３λ４＋４αβ３γ３λ４＋２４αβγ５λ＋８αβγ５λ３＋２０β３γ４λ＋３βγ６λ２

＋３αγ６λ＋４βγ６λ＋４αγ６λ２＋６β５γ２λ３＋１３α３γ４λ＋α７λ５＋１０αβγ５λ２＋６β６γλ３

＋α５γ２λ５＋２１α３β４λ３＋１３α３β４λ＋８αβ５γλ３＋３α２β４γλ４＋１０α３γ４λ２＋β５γ２λ４＋αβ４γ２λ５

＋α３β２γ２λ５＋３６αβ４γ２λ２＋１２α２β３γ２λ３＋α５β２λ５＋７α６βλ４＋２８αβ５γλ２＋６αβ５γλ４＋１７β４γ３λ２

＋１２α３γ４λ３＋１１β３γ４λ２＋２７α４γ３λ２＋γ７λ＋１０β２γ５λ＋１１α２γ５λ２＋１１β２γ５λ２＋６αβ６λ３

＋αβ６λ５＋１４α２β５λ２＋２０α５γ２λ３＋７α２β５λ４＋４β４γ３λ３＋７α２γ５λ＋３α２γ５λ３＋６４αβ３γ３λ
＋１８αβ３γ３λ３＋１０６α２β２γ３λ２＋５０α３βγ３λ３＋５４αβ３γ３λ２＋３５α２β２γ３λ３＋６６α２β２γ３λ＋４４αβ２γ４λ２

＋４６αβ２γ４λ＋６２α２βγ４λ２＋２０α５β２λ３＋７α６γλ４＋β７λ４＋３９αβ４γ２λ＋２９αβ４γ２λ３

＋α３β４λ５＋２７α４β３λ２＋８α４β３λ４＋４β３γ４λ３

Ｐ(Ｇꎻλ)＝ Ｓ(􀭾ＧꎬＷ ０ꎬ１ꎬ－１ꎻλ)＝ ０

图 ７　 胞腔嵌入图 Ｇ⊂Ｓ２

Ｆｉｇ.７　 Ｃｅｌｌｕｌａｒｌｙ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｇｒａｐｈ Ｇ⊂Ｓ２
图 ８　 中间图的经典棋盘着色

Ｆｉｇ.８　 Ｃａｎｏｎｉｃａｌｌｙ ｃｈｅｃｋｅｒｂｏａｒｄ ｃｏｌｏｒｅｄ ｏｆ ｍｅｄｉａｌ ｇｒａｐｈ
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