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摘要:介绍了诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环和唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环的概念ꎬ 研究了这些环的基本性质和扩张性质ꎬ并讨论了几类

∗̄环的关系ꎮ
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０　 引言

文中的环都是指含单位元的结合环ꎮ ｃｌｅａｎ 环的概念首次由 Ｎｉｃｈｏｌｓｏｎ 在文[１]中提出ꎮ 称环 Ｒ 中的元

素 ｘ 是 ｃｌｅａｎ 的ꎬ若 ｘ 能写成幂等元和可逆元的和ꎻ称环 Ｒ 是 ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｒ 中每一个元素都是 ｃｌｅａｎ 的ꎮ
ｃｌｅａｎ 环引起众多环论学者关注[２￣３]ꎮ ２０１３ 年ꎬＤｉｅｓｌ[４]在环的 ｃｌｅａｎ 性研究基础上引入(强)诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 称

环 Ｒ 中的元素 ｘ 是诣零 ｃｌｅａｎ 的ꎬ若存在 Ｒ 中幂等元 ｅ 和幂零元 ｎ 使得 ｘ＝ ｅ＋ｎꎻ特别地ꎬ若 ｅｎ ＝ ｎｅꎬ则 ｘ 是强

诣零 ｃｌｅａｎ 元ꎻ称环 Ｒ 是(强)诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｒ 中所有元素都是(强)诣零 ｃｌｅａｎ 的ꎮ 同时ꎬＤｉｅｓｌ 在文[４]中
还提出了唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环的概念ꎮ 称环 Ｒ 是唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎬ若对 Ｒ 中任意元素 ｘꎬ都存在唯一的幂等元

ｅ∈Ｒ 使得 ｘ－ｅ 是幂零的ꎮ 唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环是强诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎬ强诣零 ｃｌｅａｎ 环是诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎬ诣零 ｃｌｅａｎ
环是 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 随后ꎬ许多环论学者对(强)诣零 ｃｌｅａｎ 环进行了深入研究[５￣７]ꎮ

称环 Ｒ 为∗̄环ꎬ若存在映射∗:Ｒ→Ｒ 使得对所有的 ｘꎬｙ∈Ｒꎬ均满足

(ｘ＋ｙ)∗ ＝ ｘ∗＋ｙ∗ꎬ (ｘｙ)∗ ＝ ｙ∗ｘ∗且(ｘ∗)∗ ＝ ｘꎮ
称∗̄环 Ｒ 中的元素 ｐ 是投射元ꎬ若 ｐ２ ＝ｐ＝ ｐ∗ꎮ ２０１０ 年ꎬＶａš 引入了(强)∗̄ｃｌｅａｎ 环的概念[８]ꎮ 称∗̄环 Ｒ 中

的元素是(强)∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ如果它能表示成一个投射元和一个可逆元(可交换)的和ꎻ称环 Ｒ 是(强)∗̄ｃｌｅａｎ
环ꎬ若 Ｒ 中所有元素都是(强)∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 显然ꎬ∗̄ｃｌｅａｎ 环是 ｃｌｅａｎ 的ꎬ强∗̄ｃｌｅａｎ 环是强 ｃｌｅａｎ 的ꎮ Ｃｈｅｎ[９]

和 Ｕｎｇｏｒ ｅｔ ａｌ.[１０]分别引入并研究了强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ称∗̄环 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｒ 中每一个元素都
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是可交换的投射元和幂零元的和ꎮ
受上述研究启发ꎬ本文引入了(唯一)诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 称∗̄环 Ｒ 中的元素 ａ 是(唯一)诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ

若存在(唯一的)投射元 ｐ 和幂零元 ｂ 使得 ａ ＝ ｐ＋ｂꎬ其中 ａ ＝ ｐ＋ｂ 也称为 ａ 的(唯一)诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎻ称
∗̄环Ｒ 是(唯一)诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｒ 中每个元素都是(唯一)诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 本文证明了强诣零∗̄ｃｌｅａｎ
环是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ而诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环是诣零 ｃｌｅａｎ 的ꎮ 同时给

出了这几类诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环的例子ꎬ研究了它们的基本性质和扩张性质ꎬ并探讨了诣零 ｃｌｅａｎ 环类和诣零

∗̄ｃｌｅａｎ环类的关系ꎮ
环 Ｒ 中所有投射元ꎬ幂零元ꎬ幂等元和可逆元组成的集合分别记为 Ｐ(Ｒ)ꎬＮ(Ｒ)ꎬＩｄ(Ｒ)和 Ｕ(Ｒ)ꎮ 令

Ｊ(Ｒ)是环 Ｒ 的 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根ꎮ 记 Ｍｎ(Ｒ)是环 Ｒ 上的 ｎ 阶矩阵环ꎬＴｎ(Ｒ)是环 Ｒ 上的 ｎ 阶上三角矩阵环且记

Ｚｎ 是整数环 Ｚ 模 ｎ 的剩余类环ꎮ

１　 诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环

首先给出诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环的概念ꎮ
定义 １􀆰 １　 设 Ｒ 是∗̄环ꎮ 称元素 ａ∈Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ若 ａ ＝ ｐ＋ｂ 其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)且 ｂ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 称∗̄

环 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｒ 中所有元素都是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
显然地ꎬ诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环是诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 下例说明反之未必成立ꎮ

例 １􀆰 １　 设环 Ｒ＝Ｔ２(Ｚ２)是 Ｚ２ 上的 ２ 阶上三角矩阵环ꎮ 定义∗:Ｒ→Ｒ 为
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(１) Ｒ 是(强)诣零 ｃｌｅａｎ∗̄环ꎻ
(２) Ｒ 不是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

证明　 (１) 显然ꎬ映射∗: ａ ｂ
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÷ 是 Ｒ 的对合运算ꎮ 因此 Ｒ 是∗̄环ꎮ 根据[４]定理 ４􀆰 １ꎬＲ 是

强诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ
(２) 假设 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 给定任意的 ａ∈Ｒꎬ存在 ｐ∈Ｐ(Ｒ)和 ｂ∈Ｎ(Ｒ)使得 ａ ＝ ｐ＋ｂꎮ 因为
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÷{ } ꎬ所以对所有的 ｂ∈Ｎ(Ｒ)ꎬ ｂ∗ ＝ｂꎮ 从而 ａ∗ ＝(ｐ＋ｂ)∗ ＝ｐ∗＋ｂ∗ ＝ａꎮ 即有∗＝１Ｒ 为

Ｒ 的单位映射ꎬ从而 Ｒ 是交换环ꎬ矛盾ꎮ
命题 １􀆰 １　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬｕ∈Ｕ(Ｒ)且元素 ａ∈Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 若 ｕ∗ ＝ ｕ－１ꎬ则 ｕ－１ａｕ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ

元素ꎮ
证明　 令 ａ＝ ｐ＋ｂ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｂ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 设存在正整数 ｍ 使得 ｂｍ ＝ ０ꎮ 则

(ｕ－１ｐｕ) ２ ＝ｕ－１ｐｕ 且(ｕ－１ｂｕ)ｍ ＝ ｕ－１ｂｍｕ ＝ ０ꎬ从而 ｕ－１ａｕ ＝ ｕ－１ｐｕ＋ｕ－１ｂｕ 是诣零 ｃｌｅａｎ 元ꎮ 又因为 ｕ∗ ＝ ｕ－１ꎬ所以

(ｕ－１ｐｕ)∗ ＝ｕ∗ｐ(ｕ－１)∗ ＝ｕ－１ｐ(ｕ∗)∗ ＝ｕ－１ｐｕꎮ 因此元素 ｕ－１ａｕ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
命题 １􀆰 ２　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则有:
(１) 若 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｒ 的中心幂等元都是投射元ꎻ
(２) 若 γ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ且 γ＝ｐ＋ｂ 为诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｂ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 则 ｐ＝ ０ꎮ
证明　 (１) 令 ｅ∈Ｒ 是环 Ｒ 的中心幂等元ꎮ 因为 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ所以存在 ｑ∈Ｐ(Ｒ)和 ｎ∈Ｎ(Ｒ)使

得 ｅ＝ｑ＋ｎꎮ 假设 ｎ≠０ 且 ｋ 是使得 ｎｋ ＝ ０ 的最小整数ꎮ 由 ｅ２ ＝ ｅ 且 ｅ 是中心的可得(１－２ｑ)ｎ ＝ ｎ２ꎮ 因此ꎬ(１－
２ｑ)ｎｋ－１ ＝ｎｋ ＝ ０ꎮ 由于(１－２ｑ) ２ ＝ １ꎬ故 １－２ｑ∈Ｕ(Ｒ)ꎮ 从而得到 ｎｋ－１ ＝ ０ꎬ矛盾ꎮ 从而 ｎ ＝ ０ꎬ故 ｅ ＝ ｑ 是投射元ꎬ
得证ꎮ

(２) 假设存在正整数 ｌ 使得 ｂｌ ＝ ０ꎮ 则由假设ꎬｐ＝ｐｌ ＝(γ－ｂ) ｌ∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 从而得到 ｐ＝ ０ꎮ
称∗̄环 Ｒ 是∗̄阿贝尔的ꎬ如果 Ｒ 中每个投射元都是中心的(见[８])ꎮ 根据[５]定理 ２􀆰 １ꎬ元素 ａ∈Ｒ 是

强诣零 ｃｌｅａｎ 的当且仅当 ａ 是 Ｒ 中的强 ｃｌｅａｎ 元且 ａ－ａ２ 是幂零元ꎮ 对于诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ有类似的结论ꎮ
命题 １􀆰 ３　 设 Ｒ 是∗̄阿贝尔环且 ａ∈Ｒꎮ 则 ａ 是 Ｒ 中的诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元当且仅当 ａ 是∗̄ｃｌｅａｎ 的且 ａ－ａ２
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是幂零元ꎮ
证明　 “⇒”ꎮ 令 ａ∈Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ 则存在 ｐ∈Ｐ(Ｒ)和 ｂ∈Ｎ(Ｒ)使得 ａ＝ｐ＋ｂꎮ 因为 Ｒ 是∗̄阿贝

尔的ꎬ所以 ａ＝(１－ｐ)＋(２ｐ－１＋ｂ)ꎬ其中(１－ｐ) ２ ＝ １－ｐ ＝ (１－ｐ)∗ꎬ ２ｐ－１＋ｂ ＝ (２ｐ－１)(１＋(２ｐ－１)ｂ)∈Ｕ(Ｒ)ꎮ
因此 ａ 是 Ｒ 中的∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ 而且ꎬａ－ａ２ ＝ｐ＋ｂ－(ｐ２＋２ｐｂ＋ｂ２)＝ (１－２ｐ－ｂ)ｂ 是幂零元ꎮ

“⇐”ꎮ 假设元素 ａ 是∗̄ｃｌｅａｎ 的且 ａ－ａ２∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 令 ａ＝ｐ＋ｕ 满足 ｐ２ ＝ｐ＝ｐ∗且 ｕ∈Ｕ(Ｒ)ꎮ 因为 Ｒ 是∗̄
阿贝尔环ꎬ故 ａ２ ＝ｐ＋２ｐｕ＋ｕ２ 且 ａ－ａ２ ＝(１－２ｐ－ｕ)ｕ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 从而由 ｕ∈Ｕ(Ｒ)知 １－２ｐ－ｕ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 因此ꎬａ ＝
(１－ｐ)＋(－１＋２ｐ＋ｕ)是 Ｒ 中的诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ

注 １􀆰 １　 在命题 １􀆰 ３ 中ꎬ条件“Ｒ 是∗̄阿贝尔环”是不可缺少的ꎮ 令 Ｒ ＝Ｍ２(Ｚ)ꎬ定义其对合运算∗:Ｒ→

Ｒ 为 Ａ∗ ＝ＡＴꎬ其中 ＡＴ 为 Ａ∈Ｒ 的转置ꎮ 取 Ａ ＝
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÷ 是 Ｒ 中的诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分
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ø
÷ 不是中心的ꎬ所以 Ｒ 不是∗̄阿贝尔环ꎮ

易证ꎬ若∗̄环 Ｒ 满足每个幂零元都是自伴随的(即对任意的 ｂ∈Ｎ(Ｒ)ꎬ满足 ｂ∗ ＝ ｂ)ꎬ则 Ｒ 是诣零

∗̄ｃｌｅａｎ环当且仅当 Ｒ 是诣零 ｃｌｅａｎ 的且 Ｉｄ(Ｒ)＝ Ｐ(Ｒ)ꎮ 因此有下面结论ꎮ
命题 １􀆰 ４　 设 Ｒ 是布尔∗̄环ꎮ 则 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当∗＝ １Ｒ 是 Ｒ 的单位映射ꎮ 特别地ꎬＲ ＝

Ｚ２⊕Ｚ２ 满足(ａꎬｂ)∗ ＝(ｂꎬａ)是诣零 ｃｌｅａｎ 环但不是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
证明　 显然ꎬ０ 是布尔环中唯一的幂零元且 ０∗ ＝ ０ꎮ 故对任意的 ａ∈Ｒꎬ ａ ＝ ｐ＋ｎ 其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)且 ｎ∈

Ｎ(Ｒ)＝ ０ꎮ 所以 ａ∗ ＝ａꎬ即∗＝１Ｒꎮ 反之显然ꎮ
称环 Ｒ 中元素 ａ 是 ｕｎｉｐｏｔｅｎｔ 的ꎬ若 ａ－１∈Ｎ(Ｒ)(见[４])ꎮ
命题 １􀆰 ５ 每个诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环都是∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ若环中每个可逆元都是 ｕｎｉｐｏｔｅｎｔ 的ꎬ则逆命题也成立ꎮ
证明　 设 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环且 ｒ∈Ｒꎮ 令 ｒ－１＝ｐ＋ｂꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｂ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 因为 １＋ｂ∈Ｕ(Ｒ)ꎬ所

以 ｒ＝ｐ＋(１＋ｂ)是∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 反之ꎬ假设 Ｒ 是∗̄ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ 中每个可逆元都是 ｕｎｉｐｏｔｅｎｔ 的ꎮ 取 ａ∈Ｒꎬ则存

在投射元 ｑ∈Ｒ 和可逆元 ｕ∈Ｒ 使得 ａ＋１＝ｑ＋ｕꎮ 因为 ｕ 是 ｕｎｉｐｏｔｅｎｔ 的ꎬ所以存在 ｎ∈Ｎ(Ｒ)使得ｕ＝ １＋ｎꎮ 因

此ꎬａ＝ｑ＋ｎ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ即证ꎮ
注 １􀆰 ２　 设 Ｒ＝Ｚ２ｎꎬ其中 ｎ≥１ 且∗＝１Ｒꎮ 容易验证 Ｒ 是∗̄ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ 中每个可逆元都是 ｕｎｉｐｏｔｅｎｔ 的ꎮ

故由命题 １􀆰 ５ 知ꎬＲ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
然而ꎬ一般情况下ꎬ命题 １􀆰 ５ 的逆命题是不正确的ꎮ 取素数 ｐ≥３ 及正整数 ｎ≥１ꎬ则环 Ｒ＝Ｚｐｎ满足∗＝１Ｒ

时是∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 但由于 ２∈Ｕ(Ｒ)ꎬ即 ２∉Ｎ(Ｒ)ꎬ所以根据[４]命题 ３􀆰 １４ꎬＲ 不是诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎬ从而不是诣

零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 实际上ꎬ注意到 ２－１ 不是幂零元(即 ２ 不是 ｕｎｉｐｏｔｅｎｔ 的)ꎮ
设 Ｉ 是∗̄环 Ｒ 的理想ꎮ 称 Ｉ 是∗̄不变的ꎬ若 Ｉ∗⊆Ｉꎮ 在这种情况下ꎬＲ 中的对合运算∗可以延拓到商环

Ｒ / Ｉ 上ꎬ仍记为∗ꎮ
引理 １􀆰 １　 设 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 若 Ｉ 是 Ｒ 的∗̄不变理想ꎬ则 Ｒ / Ｉ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 因为投射元的同态象(或者ꎬ幂零元)是投射元(或者ꎬ幂零元)ꎬ命题得证ꎮ
命题 １􀆰 ６　 设 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则有:
(１) Ｒ / Ｊ(Ｒ)是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) 若 Ｎ(Ｒ)是理想ꎬ则 Ｒ / Ｎ(Ｒ)是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 (１) 结合引理 １􀆰 １ꎬ只需证明 Ｊ(Ｒ)是∗̄不变的ꎮ 令ｘ∗∈Ｊ(Ｒ)∗其中 ｘ∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 对任意的 ｙ∈Ｒꎬ

因为１－ｘｙ∗∈Ｕ(Ｒ)ꎬ所以 １－ｙｘ∗ ＝(１－ｘｙ∗)∗∈Ｕ(Ｒ)ꎬ得证ꎮ
(２) 根据假设ꎬ只需证明 Ｎ(Ｒ)是∗̄不变的ꎮ 给定任意的ａ∗∈Ｎ(Ｒ)∗ꎬ下证ａ∗∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 因为 ａ∈

Ｎ(Ｒ)ꎬ得到 ａｍ ＝ ０ꎬ其中整数 ｍ≥１ꎮ 则(ａ∗)ｍ ＝(ａｍ)∗ ＝ ０ꎬ故ａ∗∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 余下部分可由引理 １􀆰 １ 得到ꎮ
命题 １􀆰 ７　 设 Ｉ 是∗̄环 Ｒ 的任意诣零∗̄不变理想且 Ｒ / Ｉ 中的投射元可提升到 Ｒ 中ꎮ 则 Ｒ 是诣零∗̄

ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ / Ｉ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
证明　 根据引理 １􀆰 １ꎬ必要性是显然的ꎮ 反之ꎬ令 ｘ∈Ｒꎮ 记 􀭰ｘ ＝ ｘ＋Ｉ∈Ｒ / Ｉꎮ 则存在投射元 􀭵ｐ 和幂零元 􀭵ｂ

使得 􀭰ｘ＝􀭵ｐ＋􀭵ｂꎮ 因为 Ｒ / Ｉ 中的投射元可提升到 Ｒ 上ꎬ所以可假设 ｐ２ ＝ｐ＝ｐ∗∈Ｒꎮ 由于 􀭵ｂ∈Ｎ(Ｒ / Ｉ)ꎬ故􀭵ｂｍ ＝ｂｍ ＝
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０对某个正整数 ｍ 成立ꎮ 从而ｂｍ∈Ｉꎮ 记 ｘ－ｐ ＝ ｂ＋ｉꎬ其中 ｉ∈Ｉꎮ 注意到 Ｉ 是诣零的ꎬ故(ｂ＋ｉ)ｍ∈Ｉ 是幂零的ꎮ
因此ꎬｘ＝ｐ＋(ｂ＋ｉ)满足 ｐ∈Ｐ(Ｒ)和 ｂ＋ｉ∈Ｎ(Ｒ)是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ 即证 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

设 Ｒ 是∗̄环ꎬ令 Ｉ 是 Ｒ 的∗̄不变理想ꎮ 称 Ｉ 是(强)诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ如果 Ｉ 中每个元素都能表示成 Ｉ 中
投射元与幂零元的和且二者可交换ꎮ

引理 １􀆰 ２　 设 Ｉ 是∗̄环 Ｒ 的∗̄不变理想ꎬａ∈Ｉꎮ 则 ａ 是 Ｉ 中的强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元当且仅当 ａ 是 Ｒ 中的强

诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ
证明　 必要性是显然的ꎮ 令 ａ ＝ ｐ＋ｂ 是 Ｒ 中的强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元素ꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｂ∈Ｎ(Ｒ)ꎬ且 ｐｂ ＝

ｂｐꎮ 则 ａ＝(１－ｐ)＋(２ｐ－１＋ｂ)是 Ｒ 中的强∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ 故 ａｐ＝(２ｐ－１＋ｂ)ｐꎮ 因为 Ｉ 是 Ｒ 的理想ꎬ所以ｐ＝(２ｐ－
１＋ｂ) －１ａｐ∈Ｉꎮ 从而 ｂ＝ａ－ｐ∈Ｉꎬ即 ａ＝ｐ＋ｂ 是 Ｉ 中的强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ

推论 １􀆰 １　 设 Ｉ 是∗̄环 Ｒ 的∗̄不变理想ꎬ且 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｉ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ特别地ꎬ
Ｊ(Ｒ)是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ

设 Ｒ 是∗̄环且 Ｚ(Ｒ)是 Ｒ 的中心ꎮ 易证 Ｚ(Ｒ)也是∗̄环ꎮ
定理 １􀆰 １　 设 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｚ(Ｒ)是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
证明　 假设 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ给定 ａ∈Ｚ(Ｒ)ꎬ则存在 ｐ∈Ｐ(Ｒ)和 ｂ∈Ｎ(Ｒ)使得 ａ ＝ ｐ＋ｂꎮ 因此ａ(１－

ｐ)＝ ｂ(１－ｐ)且 ｐｂ＝ｂｐꎮ 故 ａｌ(１－ｐ)＝ ｂｌ(１－ｐ)＝ ０ 对某个正整数 ｌ≥１ 成立(由于 ｂ 是幂零的)ꎮ 又因 ｐａ ＝ ｐ＋
ｐｂ＝ｐ(１＋ｂ)ꎬ所以 ｐ＝ｐａ(１＋ｂ) －１ ＝ｐ(１＋ｂ) －１ａ∈Ｒａꎮ 而 ｐ 是幂等元ꎬ从而对任意整数 ｋ≥１ꎬ有 ｐ∈Ｒａｋꎮ 记 ｐ＝
ｔａｌ ＝ａｌ ｔꎬ下证 ｐ∈Ｚ(Ｒ)ꎮ 取任意的 ｙ∈Ｒꎬ有 ｐｙ(１－ｐ)＝ ｔａｌｙ(１－ｐ)＝ ｔｙａｌ(１－ｐ)＝ ０ 且(１－ｐ) ｙｐ ＝ (１－ｐ) ｙａｌ ｔ ＝
ａｌ(１－ｐ)ｙｔ＝ ０ꎮ 因此有 ｐｙ ＝ ｐｙｐ ＝ ｙｐꎮ 从而 ｐ∈Ｚ(Ｒ)ꎬ且 ｂ ＝ ａ－ｐ∈Ｚ(Ｒ)ꎮ 这就证明了 Ｚ(Ｒ)是强诣零

∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
引理 １􀆰 ３[９ꎬ推论２􀆰 ５] 　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的当且仅当 Ｒ 中每个幂等元都是投射元且对任

意的 ａ∈Ｒꎬ ａ－ａ２∈Ｎ(Ｒ)ꎮ
命题 １􀆰 ８　 设 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｒ 的任意∗̄不变子环 Ｓ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
证明　 对任意的 ｅ２ ＝ ｅ∈Ｓ⊆Ｒꎬ由引理 １􀆰 ３ 知 ｅ∗ ＝ ｅꎬ即 Ｓ 中幂等元均为投射元ꎮ 取 ａ∈Ｓꎬ则 ａ∈Ｒꎮ 根

据引理 １􀆰 ３ꎬ存在正整数 ｎ 使得(ａ－ａ２) ｎ ＝ ０ꎬ则 ａ－ａ２∈Ｎ(Ｓ)ꎮ 所以ꎬ再由引理 １􀆰 ３ꎬＳ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
推论 １􀆰 ２　 强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环的任意有限子直积是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 设 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环 Ｒ１ꎬ􀆺ꎬＲｎ 的子直积ꎬ则 Ｒ 同构于 Ｒ１×􀆺×Ｒｎ 的子环ꎮ 故由命题 １􀆰 ８ 知ꎬ

Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
设 Ｒ＝∏

ｉ∈Ｉ
Ｒ ｉ 是环 Ｒ ｉ( ｉ∈Ｉ)的直积ꎬ且∗ｉ:Ｒ ｉ→Ｒ ｉ 是 Ｒ ｉ 的对合运算ꎮ 定义对合运算∗:Ｒ→Ｒ 为(αｉ) ｉ∈Ｉ ｜→

(α∗ｉ
ｉ ) ｉ∈Ｉꎬ则 Ｒ 也是∗̄环ꎮ
命题 １􀆰 ９　 设 Ｒ ｉ 是∗̄环ꎬ ｉ∈Ｉꎬ则有限直积 Ｒ ＝∏

ｉ∈Ｉ
Ｒ ｉ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当每一个环 Ｒ ｉ 是诣零

∗̄ｃｌｅａｎ的ꎮ
证明　 假设每个环 Ｒ ｉ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬｉ∈Ｉꎮ 令 α ＝ (αｉ)∈∏

ｉ∈Ｉ
Ｒ ｉꎮ 对任意固定的 ｉꎬ αｉ ＝ ｐｉ ＋ｂｉꎬ其中

ｐｉ∈Ｐ(Ｒ ｉ)ꎬ ｂｉ∈Ｎ(Ｒ ｉ)ꎮ 则 α＝ｐ＋ｂ 满足 ｐ＝(ｐｉ)∈Ｐ(∏
ｉ∈Ｉ
Ｒ ｉ)且 ｂ＝(ｂｉ)∈Ｎ(∏

ｉ∈Ｉ
Ｒ ｉ)ꎮ 从而即证环 Ｒ ＝∏

ｉ∈Ｉ
Ｒ ｉ 是

诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 必要性可由引理 １􀆰 １ 得到ꎮ
由命题 １􀆰 ９ꎬ立即得到下面结论ꎮ
推论 １􀆰 ３　 设 Ｒ 是∗̄环且 ｆ 是 Ｒ 的中心投射元ꎬ则环 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的当且仅当 ｆ Ｒ ｆ 和(１－ｆ)Ｒ(１－ｆ)

都是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
注 １􀆰 ３　 存在诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环的无限直积不是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 令 Ｒ ＝Ｒ１×Ｒ２×Ｒ３×􀆺其中 Ｒ ｉ ＝Ｚ２ｉꎬ且∗＝

１Ｒｉ
是 Ｒ ｉ 的单位映射ꎮ 容易验证每一个环 Ｒ ｉ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 然而ꎬＲ 不是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 实际上ꎬ取γ＝

(γｉ)＝ (０ꎬ２ꎬ２ꎬ２ꎬ􀆺)∈Ｒꎮ 注意到 γ 不是幂零的且 γ∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 若 γ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ则由命题 １􀆰 ２ 知ꎬγ∈
Ｎ(Ｒ)ꎬ矛盾ꎮ 因此 γ 不是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ

命题 １􀆰 １０　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则下述等价:
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(１) Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环且 ０ꎬ１ 是 Ｒ 中仅有的投射元ꎻ
(２) Ｒ 是诣零 ｃｌｅａｎ 环且 ０ꎬ１ 是 Ｒ 中仅有的幂等元ꎻ
(３) Ｊ(Ｒ)是诣零的且 Ｒ / Ｊ(Ｒ)≅Ｚ２ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 只需证明 Ｒ 中仅有的幂等元是 ０ 和 １ꎮ 令 ｅ２ ＝ ｅ∈Ｒꎬ由假设ꎬｅ ＝ ｐ＋ｂ 其中 ｐ∈

Ｐ(Ｒ)＝ {０ꎬ１}且 ｂ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 若 ｐ＝ ０ꎬ则 ｅ＝ｂ 是幂零元ꎬ因此 ｅ ＝ ０ꎮ 若 ｐ ＝ １ꎬ则 １－ｅ ＝ －ｂ∈Ｎ(Ｒ)ꎬ因此ｅ＝ １ꎮ
得证ꎮ

(２)⇒(３)可由[４]命题 ３􀆰 ２４ 得到ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 假设 Ｊ(Ｒ)是诣零的且 Ｒ / Ｊ(Ｒ)≅Ｚ２ꎬ则 Ｒ 是局部环且 Ｒ ＝ Ｊ(Ｒ)∪(１－Ｊ(Ｒ))ꎮ 给定任意的

ａ∈Ｒꎬ则 ａ∈Ｊ(Ｒ)或者 ａ∈１－Ｊ(Ｒ)ꎮ 若 ａ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ则 ａ∈Ｎ(Ｒ)ꎬ ａ ＝ ０＋ａ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎮ 若 ａ∈１－
Ｊ(Ｒ)ꎬ则 ａ－１∈Ｊ(Ｒ)⊆Ｎ(Ｒ)ꎬ故 ａ＝ １＋(ａ－１)是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎮ 从而 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 又由于 Ｒ 是

局部的ꎬ故 Ｒ 中仅有的幂等元是 ０ 和 １ꎮ 因此ꎬ０ 和 １ 是 Ｒ 中仅有的投射元ꎬ命题得证ꎮ
称∗̄环 Ｒ 中的元素 ａ 是强 π￣∗̄正则的(见[１１])ꎬ若存在 ｆ∈Ｐ(Ｒ)和 ｖ∈Ｕ(Ｒ)使得 ａ ＝ ｆ＋ｖꎬ ｆｖ ＝ ｖｆ 且

ａｆ∈Ｎ(Ｒ)ꎻ称 Ｒ 是强 π￣∗̄正则环ꎬ若 Ｒ 中每个元素都是强 π￣∗̄正则的ꎮ 根据[４ꎬ命题 ３􀆰 ５]ꎬ任何强诣零

ｃｌｅａｎ 元素是强 π￣正则的ꎮ 下面有类似的结论ꎮ
定理 １􀆰 ２　 任何强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元素是强 π￣∗̄正则的ꎮ
证明　 设 Ｒ 是∗̄环且 ａ∈Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 那么存在 ｐ∈Ｐ(Ｒ)和 ｂ∈Ｎ(Ｒ)使得 ａ ＝ ｐ＋ｂ 且ｐｂ＝

ｂｐꎬ则 ａ＝(１－ｐ)＋(２ｐ－１＋ｂ)ꎮ 显然ꎬ(１－ｐ) ２ ＝ １－ｐ ＝ (１－ｐ)∗ꎬ ２ｐ－１＋ｂ ＝ (２ｐ－１) (１＋(２ｐ－１)ｂ)∈Ｕ(Ｒ)且
ａ(１－ｐ)＝ ｂ(１－ｐ)∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 故元素 ａ∈Ｒ 是强 π￣∗̄正则的ꎮ

推论 １􀆰 ４　 强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环是强 π￣∗̄正则的(从而是强∗̄ｃｌｅａｎ 环)ꎮ
定理 １􀆰 ３　 设 Ｒ 是∗̄环ꎮ 则下述等价:
(１) Ｒ 是诣零 ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎻ
(２) Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环且是∗̄阿贝尔的ꎻ
(３) Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(４) Ｒ 是强 π￣∗̄正则环且 Ｒ 中每个可逆元都是 ｕｎｉｐｏｔｅｎｔ 的ꎻ
(５) Ｒ 是强诣零 ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 显然ꎬＲ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 因为 Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎬ所以根据[１２]引理

２􀆰 １ꎬＲ 是阿贝尔的ꎬ因此是∗̄阿贝尔的ꎮ
(２)⇒(３)显然ꎮ
(３)⇒(４)ꎮ 由推论 １􀆰 ４ꎬＲ 是强 π￣∗̄正则环ꎮ 因为 Ｒ 是强诣零 ｃｌｅａｎ 的ꎬ所以结合[４]推论 ３􀆰 １０ꎬＲ 中

每个可逆元都是 ｕｎｉｐｏｔｅｎｔ 的ꎮ
(４)⇒(５)ꎮ 假设 Ｒ 是强 π￣∗̄正则环ꎮ 令 ａ∈Ｒꎬ则 ａ ＝ ｐ＋ｕꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｕ∈Ｕ(Ｒ)且 ｕｐ ＝ ｐｕꎬ

ａｐ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 因此 ａ＝(１－ｐ) ＋(２ｐ－１＋ｕ)ꎬ其中(１－ｐ) ２ ＝ １－ｐ ＝ (１－ｐ)∗ꎮ 下证 ２∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 由于 ２∈Ｒ 是强

π￣∗̄正则的ꎬ所以存在 ｑ∈Ｐ(Ｒ)和 ｖ∈Ｕ(Ｒ)使得 ２＝ｑ＋ｖ 且 ２ｑ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 从而由可逆元 ｖ 是 ｕｎｉｐｏｔｅｎｔ 的ꎬ得
到 １－ｑ＝ ｖ－１∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 故 ｑ＝ １ꎬ ２ｑ＝ ２∈Ｎ(Ｒ)ꎬ即得 ２ｐ＋ｕ ＝ ｕ(２ｐｕ－１＋１)∈Ｕ(Ｒ)ꎮ 所以 ２ｐ＋ｕ－１ 是幂零的ꎮ
即证 ａ＝(１－ｐ)＋(２ｐ－１＋ｕ)是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎮ 下证 Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎮ 对任意的 ｅ２ ＝ｅ∈Ｒꎬ得
到 ｅ＝ｐ＋ｂꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｂ∈Ｎ(Ｒ)且元素 ｅꎬｐ 和 ｂ 互相可交换ꎮ 从而由 ｅ２ ＝(ｐ＋ｂ)２ ＝ｐ＋２ｐｂ＋ｂ２ ＝ ｐ＋ｂ ＝ ｅ 得

到 ２ｐｂ＋ｂ２－ｂ＝(２ｐ＋ｂ－１)ｂ＝ ０ꎮ 又因为 ２ｐ＋ｂ－１∈Ｕ(Ｒ)ꎬ所以 ｂ＝ ０ꎬ从而得到 ｅ＝ｐ＋ｂ＝ｐꎬ命题得证ꎮ
(５)⇒(１)是显然的ꎮ
称元素 ａ∈Ｒ 是拟幂零的[１３]ꎬ若对所有满足 ｘａ＝ａｘ 的 ｘ∈Ｒꎬ １－ｘａ∈Ｕ(Ｒ)ꎻ记环 Ｒ 中所有拟幂零元的集

合为 Ｒｑｎｉｌꎮ 显然ꎬＪ(Ｒ)和 Ｎ(Ｒ)都包含在 Ｒｑｎｉｌ中ꎮ
推论 １􀆰 ５　 设 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｒｑｎｉｌ ＝Ｎ(Ｒ)ꎮ
证明　 只需证明 Ｒｑｎｉｌ⊆Ｎ(Ｒ)ꎮ 取 ａ∈Ｒｑｎｉｌꎬ则 １＋ａ∈Ｕ(Ｒ)ꎮ 由定理 １􀆰 ３ 知ꎬＲ 中每个可逆元都是 ｕｎｉｐｏ￣

ｔｅｎｔ 的ꎮ 所以 ａ＝(１＋ａ)－１∈Ｎ(Ｒ)ꎬ得证ꎮ
环 Ｒ 到 Ｒ 的平凡扩张记为 Ｒ∝Ｒꎬ定义其为加法阿贝尔群 Ｒ⊕Ｒꎬ且满足乘法(ａꎬｂ)(ｃꎬｄ)＝ (ａｃꎬａｄ＋ｂｃ)ꎮ
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例 １􀆰 ２　 (１) 设 Ｒ 是∗̄环ꎮ 对合运算∗诱导出 Ｒ∝Ｒ 的一个映射ꎬ仍记为∗ꎬ且定义∗为:(ａꎬｂ)∗ ＝
(ａ∗ꎬｂ∗)ꎬ则 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ∝Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ

(２) 设 Ｒ 是∗̄环ꎮ 对合运算∗诱导出 Ｒ∝Ｒ 的一个映射ꎬ仍记为∗ꎬ且定义∗为:(ａꎬｂ)∗ ＝ (ａ∗ꎬ－ｂ∗)ꎬ
则 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ∝Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ

证明　 (１) 令 Ｓ＝Ｒ∝Ｒꎮ 显然ꎬ映射∗:(ａꎬｂ) ｜→(ａ∗ꎬｂ∗)是 Ｓ 的对合运算ꎮ 假设环 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ

的ꎬ则 Ｒ 是诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 根据[４]推论 ３􀆰 ２３(１)ꎬＳ 是诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 给定(ｅꎬ ｆ)２ ＝(ｅꎬ ｆ)∈Ｓꎬ下证(ｅꎬ ｆ)∗ ＝
(ｅꎬ ｆ)ꎮ 因为 ｅ２ ＝ ｅ 且 ｆ＝ ｅｆ＋ｆｅꎬ所以由定理 １􀆰 ３ꎬｅ∗ ＝ ｅ 是 Ｒ 的中心元ꎮ 从而 ｆ＝ ２ｅｆꎬ (２ｅ－１) ｆ＝ ０ꎮ 由于(２ｅ－
１) ２ ＝ １ꎬ所以 ｆ＝ ０ꎮ 故(ｅꎬ ｆ)∗ ＝(ｅꎬ ｆ)ꎮ 即证 Ｓ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

反之ꎬ设 Ｓ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｓ 是诣零 ｃｌｅａｎ 的ꎬ再根据[４]推论 ３􀆰 ２３(１)ꎬＲ 是诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 对于

任意的 ｅ２ ＝ ｅ∈Ｒꎬ有(ｅꎬ０)∈Ｉｄ(Ｓ)ꎮ 故由定理 １􀆰 ３ꎬ得到(ｅꎬｏ)∗ ＝ (ｅꎬ０)ꎬ从而 ｅ∗ ＝ ｅꎮ 因此结合定理 １􀆰 ３ꎬＲ
是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

类似地ꎬ可证得(２)ꎮ

２　 唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环

定义 ２􀆰 １　 设环 Ｒ 是∗̄环ꎬ称元素 ａ∈Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ若存在唯一的投射元 ｐ 使得 ａ－ｐ 是幂零

的ꎮ 称∗̄环 Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｒ 中每个元素都是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
显然ꎬ唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ但反之未必成立ꎮ

例 ２􀆰 １　 设环 Ｒ＝Ｚ２⊕Ｚ２ꎮ 定义 σ:Ｒ→Ｒ 为 σ(ｘꎬｙ)＝ (ｙꎬｘ)ꎮ 令环 Ｔ２(Ｒꎬσ)＝
ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ ａꎬｂ∈Ｒ{ }且满足

下列运算:
ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ ｄ
０ ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ａ＋ｃ ｂ＋ｄ
０ ａ＋ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃ ｄ
０ ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ａｃ ａｄ＋ｂσ(ｃ)
０ ａｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

定义映射∗:Ｔ２(Ｒꎬσ)→Ｔ２(Ｒꎬσ)ꎬ其中
ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∗

＝
ａ σ(ｂ)
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 则由[１４]例 ２􀆰 ２(１)知ꎬ∗是 Ｔ２(Ｒꎬσ)的对

合运算ꎮ 对任意的 ａꎬｂ∈Ｒꎬ
ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ａ ０
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

０ ｂ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ其中

ａ ０
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｐ(Ｔ２(Ｒꎬσ))ꎬ

０ ｂ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｎ(Ｔ２(Ｒꎬ

σ))ꎮ 因此ꎬＴ２(Ｒꎬσ)是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 但 Ｔ２(Ｒꎬσ)不是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 事实上ꎬ注意到元素

(１ꎬ０) (１ꎬ１)
(０ꎬ０) (１ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

(１ꎬ０) (０ꎬ０)
(０ꎬ０) (１ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

(０ꎬ０) (１ꎬ１)
(０ꎬ０) (０ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

其中
(１ꎬ０) (０ꎬ０)
(０ꎬ０) (１ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｐ(Ｔ２(Ｒꎬσ))且

(０ꎬ０) (１ꎬ１)
(０ꎬ０) (０ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｎ(Ｔ２(Ｒꎬσ))ꎮ 同时

(１ꎬ０) (１ꎬ１)
(０ꎬ０) (１ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

(１ꎬ０) (１ꎬ１)
(０ꎬ０) (１ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

(０ꎬ０) (０ꎬ０)
(０ꎬ０) (０ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

且满足

(１ꎬ０) (１ꎬ１)
(０ꎬ０) (１ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
(１ꎬ０) (１ꎬ１)
(０ꎬ０) (１ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

(１ꎬ０) (１ꎬ１)
(０ꎬ０) (１ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷

∗

ꎬ
(０ꎬ０) (０ꎬ０)
(０ꎬ０) (０ꎬ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｎ(Ｔ２(Ｒꎬσ))ꎮ

命题 ２􀆰 １　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬａ∈Ｒꎬ则 ａ 是唯一诣零∗￣ｃｌｅａｎ 元当且仅当 １－ａ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
证明　 只需证若 ａ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎬ则 １－ａ 也是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ 由假设ꎬ则存在唯一的ｐ∈

Ｐ(Ｒ)和 ｂ∈Ｎ(Ｒ)使得 ａ＝ｐ＋ｂꎬ从而 １－ａ＝(１－ｐ)＋(－ｂ)是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 假设 １－ａ＝ｑ＋ｎꎬ其中 ｑ２ ＝ ｑ ＝ ｑ∗ꎬ
ｎ∈Ｎ(Ｒ)ꎬ则 ａ＝(１－ｑ)＋(－ｎ)ꎮ 故 １－ｑ＝ｐꎬ －ｎ＝ｂꎬ即 ｑ＝ １－ｐꎬ ｎ＝ －ｂꎮ 所以即证 １－ａ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ

命题 ２􀆰 ２　 设 Ｒ 是∗̄环且 ａ∈Ｒ 是强 π￣∗̄正则元并有强 π￣∗̄正则分解 ａ＝ｐ＋ｕꎮ 若 ａ＝ｑ＋ｖ 是元素 ａ 的

另一个强 π￣∗̄正则分解ꎬ则 ｑ＝ｐꎬ ｖ＝ｕꎮ
证明　 只需证明 ｑ＝ｐꎮ 因为 ｐａꎬ ｑａ∈Ｎ(Ｒ)ꎬ所以存在正整数 ｎ 使得(ｐａ) ｎ ＝ ０ ＝ (ｑａ) ｎꎮ 令 ｐ′＝ １－ｐ 和
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ｑ′＝ １－ｑꎬ则 ｐ′ａ＝ｐ′ｕꎬ ｑ′ａ＝ｑ′ｖꎮ 等式两边同时取 ｎ 次幂ꎬ得到 ｐ′ａｎ ＝ｐ′ｕｎꎬ ｑ′ａｎ ＝ｑ′ｖｎꎮ 又因为 ｐａｎ ＝ (ｐａ) ｎ ＝
０＝(ｑａ) ｎ ＝ｑａｎꎬ所以 ｐ′ｕｎ ＝ｐ′ａｎ ＝ｐ′ａｎ＋ｐａｎ ＝ ａｎ ＝ ｑ′ａｎ＋ｑａｎ ＝ ｑ′ａｎ ＝ ｑ′ｖｎꎮ 等式 ａｎ ＝ ｑ′ｖｎ 左边乘以 ｐꎬ右边乘以

ｖ－ｎ得到 ０＝ｐａｎｖ－ｎ ＝ｐｑ′ｖｎｖ－ｎ ＝ｐｑ′ꎮ 从而ꎬｐ＝ｐｑꎮ 类似地ꎬ由等式 ａｎ ＝ｐ′ｕｎ 可得 ０ ＝ ｑａｎｕ－ｎ ＝ ｑｐ′ꎮ 故 ｑ ＝ ｑｐꎮ 所

以 ｐ＝ｐｑ＝(ｐｑ)∗ ＝ｑｐ＝ｑꎬ命题得证ꎮ
命题 ２􀆰 ３　 强诣零∗￣ｃｌｅａｎ 环是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
证明　 设 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环且 ａ∈Ｒꎬ则由定理 １􀆰 ２ꎬａ 是强 π￣∗̄正则元ꎮ 故根据命题 ２􀆰 ２ꎬａ 有唯一

的强 π￣∗̄正则分解ꎬ从而有唯一的强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎮ 而由定理 １􀆰 ３ 知ꎬＲ 是∗̄阿贝尔的ꎬ故 ａ 有唯一的

诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎮ 所以 Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
设 Ｒ＝Ｚ２ｎ满足 ｎ≥１ 且∗＝１Ｒꎮ 由注 １􀆰 ２ 知ꎬＲ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ从而是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 因此根据命

题 ２􀆰 ３ꎬＲ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
推论 ２􀆰 １　 设 Ｒ 是∗̄环且 ａ∈Ｚ(Ｒ)ꎬ则 ａ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元当且仅当 ａ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ
证明　 只需证若 ａ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎬ则 ａ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 因为 ａ∈Ｒ 是中心的ꎬ所以元素 ａ 的

任何诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解都是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎮ 而由定理 １􀆰 ２ꎬ强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元是强 π￣∗̄正则的ꎮ 故根据

命题 ２􀆰 ２ꎬ元素 ａ 有唯一的强 π￣∗̄正则分解ꎬ从而有唯一的强诣零 ∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎬ因此 ａ 是唯一诣零

∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
显然ꎬ每一个中心投射元和中心幂零元都是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
推论 ２􀆰 ２　 设 Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｚ(Ｒ)是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
证明　 令 Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则由定理 １􀆰 １ 知ꎬＺ(Ｒ)是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 从而根据命题 ２􀆰 ３ꎬ

Ｚ(Ｒ)是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
定理 ２􀆰 １　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则下述等价:
(１) Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环且是约化的(无非零的幂零元)ꎻ
(２) Ｒ 是布尔环且∗＝１Ｒꎻ
(３) Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环且 Ｉｄ(Ｒ)＝ Ｐ(Ｒ)ꎬ Ｊ(Ｒ)＝ ０ꎻ
(４) Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环且 Ｊ(Ｒ)＝ ０ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 Ｒ 是约化环ꎬ则 Ｎ(Ｒ)＝ ０ꎮ 对任意的 ａ∈Ｒꎬ由于 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ故存在 ｐ∈

Ｐ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ｐꎮ 从而 ａ２ ＝ａ＝ａ∗ꎮ 即证 Ｒ 是布尔环且∗＝１Ｒꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 显然ꎬＩｄ(Ｒ)＝ Ｐ(Ｒ)ꎮ 而根据命题 １􀆰 ４ꎬＲ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 又因为 Ｒ 是布尔的ꎬ所以 Ｒ 是

交换环且 Ｊ(Ｒ)＝ ０ꎮ 故结合命题 ２􀆰 ３ꎬＲ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
(３)⇒(４)ꎮ 由定理 １􀆰 ３ 可得 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
(４)⇒(１)ꎮ 设 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ且 Ｊ(Ｒ)⊆Ｎ(Ｒ)ꎮ 又根据[９]定理 ２􀆰 ４ꎬ

Ｎ(Ｒ)是理想ꎬ故 Ｎ(Ｒ)＝ Ｊ(Ｒ)＝ ０ꎮ 即证 Ｒ 是约化环ꎮ
命题 ２􀆰 ４　 设 Ｉ 是∗̄环 Ｒ 的诣零∗̄不变理想ꎬ且 Ｒ / Ｉ 中的投射元可以唯一提升到 Ｒ 上ꎬ则 Ｒ 是唯一诣零

∗̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ / Ｉ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ
证明　 “⇐”ꎮ 令 ｘ∈Ｒꎮ 记 􀭰ｘ＝ ｘ＋Ｉ∈Ｒ / Ｉꎬ则 􀭰ｘ＝􀭵ｐ＋􀭵ｂꎬ其中 􀭵ｐ∈Ｐ(Ｒ / Ｉ)ꎬ 􀭵ｂ∈Ｎ(Ｒ / Ｉ)ꎮ 因为 Ｒ / Ｉ 中的投射

元可唯一提升到 Ｒ 上ꎬ不妨假设 ｐ２ ＝ ｐ ＝ ｐ∗∈Ｒ 且 ｐ 是唯一的ꎮ 由于 􀭵ｂ∈Ｎ(Ｒ / Ｉ)ꎬ所以存在正整数 ｍꎬ使得

􀭵ｂｍ ＝ｂｍ ＝ ０ꎬ从而 ｂｍ∈Ｉꎮ 记 ｘ－ｐ＝ｂ＋ｉꎬ其中 ｉ∈Ｉꎮ 注意到(ｂ＋ｉ)ｍ∈Ｉ 是幂零的ꎬ故 ｘ ＝ ｐ＋(ｂ＋ｉ)是诣零∗̄ｃｌｅａｎ
的ꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｂ＋ｉ∈Ｎ(Ｒ)ꎮ 再证唯一性ꎮ 若 ｘ＝ｑ＋ｎ 也是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎬ则有 􀭰ｘ ＝􀭵ｑ＋􀭵ｎ∈Ｒ / Ｉ 是诣零

∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎮ 由假设ꎬ􀭵ｑ ＝ 􀭵ｐꎮ 由于 Ｒ / Ｉ 中投射元唯一提升到 Ｒ 中ꎬ故有 ｑ ＝ ｐꎮ 所以 Ｒ 是唯一诣零

∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
“⇒”ꎮ 设 Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 取 􀭵ａ∈Ｒ / Ｉꎬ其中 ａ∈Ｒꎬ且存在 ｆ∈Ｐ(Ｒ)和 ｖ∈Ｎ(Ｒ)使得 ａ ＝ ｆ＋ｖ 是

诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ则 􀭵ａ＝ ｆ
－＋􀭰ｖ 是 Ｒ / Ｉ 中的诣零∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎮ 下证唯一性ꎬ假设 􀭵ａ ＝􀭵ｑ＋􀭵ｎ 是 Ｒ / Ｉ 中的另一个诣零

∗̄ｃｌｅａｎ 分解ꎮ 类似于上述充分性的证明ꎬ得到 ａ＝ｑ＋(ｎ＋ｊ)是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ其中 ｑ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｎ＋ｊ∈Ｎ(Ｒ)ꎬ

ｊ∈Ｉꎮ 而 Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ故 ｑ＝ ｆꎬ ｎ＋ｊ＝ ｖꎬ从而 􀭵ｑ＝ ｆ
－ꎬ 􀭵ｎ＝ｎ＋ｊ＝􀭰ｖꎮ 即证ꎬＲ / Ｉ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
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下面主要考虑诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎬ诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎬ唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ强诣零 ｃｌｅａｎ 环及

强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环之间的关系ꎮ
例 ２􀆰 ２　 (１) 设环 Ｒ＝Ｍ２(Ｚ２)ꎮ 定义 Ｒ 中对合运算∗为: Ａ ｜→ＡＴꎬ其中 ＡＴ 为 Ａ 的转置ꎮ 经检验ꎬＲ 是

唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ因此是诣零 ｃｌｅａｎ 的ꎮ 但由于 Ｒ 不是∗̄阿贝尔的ꎬ故根据定理 １􀆰 ３ꎬＲ 不是强诣零

∗̄ｃｌｅａｎ环ꎮ 事实上ꎬ取 ｐ ＝
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÷ ꎬ故 Ｒ 也不是唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ

(２) 设环 Ｒ ＝
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÷{ } ꎬ其中 ０ꎬ １ ∈ Ｚ２ꎮ 定义∗: Ｒ→ Ｒ 为
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÷ ꎮ 则由[９]例 ２􀆰 ３ 知ꎬ环 Ｒ 是具有一般矩阵加法和乘法的交换∗̄环ꎮ 事实上ꎬＲ 是布尔环ꎬ

故根据[４]定理 ５􀆰 ８ꎬＲ 是唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 但∗≠１Ｒꎬ从而由命题 １􀆰 ４ 知ꎬＲ 不是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ即不是唯

一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ

(３) 设环 Ｒ＝Ｔ２(Ｚ２)是 Ｚ２ 上的 ２ 阶上三角矩阵环ꎮ 定义∗:Ｒ→Ｒ 为
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÷ ꎮ 则由例 １􀆰 １

知ꎬＲ 是(强)诣零 ｃｌｅａｎ∗̄环ꎬ但不是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ从而不是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 且 Ｒ 不是唯一诣零 ｃｌｅａｎ

环ꎬ因为
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÷ 是 Ｒ 的非中心幂等元ꎬ故根据引理 ２􀆰 １ 即得ꎮ

注 ２􀆰 １　 基于例 ２􀆰 １ 和例 ２􀆰 ２ꎬ对于∗̄环构成的环类ꎬ有下面关系图:
强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环 →唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环 →诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环

　
↓ ↓

强诣零 ｃｌｅａｎ 环 ← 唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环 → 诣零 ｃｌｅａｎ 环

在上述图示中ꎬ所有关系均不可逆ꎬ且除此之外没有其它包含关系ꎮ
引理 ２􀆰 １[４ꎬ引理５􀆰 ５] 　 设 Ｒ 是唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｒ 中每一个幂等元都是中心的ꎮ
注 ２􀆰 ２　 设 Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则由例 ２􀆰 ２(１)知ꎬ存在 Ｒ 中投射元不是中心的ꎮ
命题 ２􀆰 ５　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬａ∈Ｒꎬ且存在幂等元 ｅ 和幂零元 ｂ 使得元素 ａ＝ ｅ＋ｂ 是唯一诣零 ｃｌｅａｎ 的ꎬ则ａ＝

ｐ＋ｂ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元当且仅当 ｐ＝ ｅꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎮ
证明　 “⇒”ꎮ 令 ａ＝ｐ＋ｂ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎬ则 ａ＝ｐ＋ｂ 是诣零 ｃｌｅａｎ 的ꎬ故 ｐ＝ ｅꎮ
“⇐”ꎮ 设 ｐ＝ ｅꎬ则元素 ａ ＝ ｅ＋ｂ ＝ ｐ＋ｂ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎮ 下证唯一性ꎮ 假设 ａ ＝ ｑ＋ｎ 是另一个诣零

∗̄ｃｌｅａｎ分解ꎬ其中 ｑ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｎ∈Ｎ(Ｒ)ꎬ则 ａ＝ｑ＋ｎ 是诣零 ｃｌｅａｎ 的ꎮ 从而由 ａ 的唯一诣零 ｃｌｅａｎ 性ꎬ得到ｑ＝
ｅ＝ｐꎮ 即证 ａ＝ｐ＋ｂ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ

对于[９]命题 ２􀆰 １ꎬ下面给出另一种证明方法ꎮ
推论 ２􀆰 ３　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则环 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的当且仅当:
(１) Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎻ
(２) Ｒ 是唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 设 Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ根据定理 １􀆰 ３ꎬＲ 中每个幂等元都是投射元ꎮ 又由命题 ２􀆰 ３ 知ꎬＲ 是唯

一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 的ꎬ从而 Ｒ 是唯一诣零 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 反之可由定理 １􀆰 ３ 得到ꎮ
定理 ２􀆰 ２　 设 Ｒ 是∗̄阿贝尔的∗̄环ꎬ结合命题 ２􀆰 ３ꎬ有下述等价:
(１) Ｒ 是诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) Ｒ 是强诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(３) Ｒ 是唯一诣零∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
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