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　 　 程代展ꎬ清华大学毕业(１９６４—１９７０)ꎬ中科院研究生院硕士

(１９７８—１９８１)ꎬ美国华盛顿大学博士(１９８１—１９８５)ꎮ 现为中国

科学院数学与系统科学研究院研究员(返聘)ꎬ囯际电气与电子

工程师协会会士( ＩＥＥＥ Ｆｅｌｌｏｗ)ꎬ国际自动控制联合会会士

( ＩＦＡＣ Ｆｅｌｌｏｗ)ꎬ中国自动化学会首届会士ꎬ曾任 ＩＦＡＣ 理事

(２０１１—２０１４)及 ＩＥＥＥ ＣＳＳ 执委(２０１０ 和 ２０１５)ꎬ中国自动化

学会控制理论专业委员会主任(２００３—２０１０)ꎮ 曾获国家自然

科学二等奖两次(２００８、２０１４ꎬ均为第一完成人)ꎬＩＦＡＣ 颁发的

其旗舰杂志 Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ ２００８—２０１１ 最佳论文奖(为迄今唯一

华人学者完成的获奖论文)ꎬ中国科学院个人杰出成就奖(金质奖章)ꎮ 此外ꎬ还获得省部

级一等奖两次、二等奖四次、三等奖一次ꎮ 出版学术论著 １７ 本ꎬ期刊论文 ３００ 余篇ꎬ其他

书籍 ３ 本ꎮ

基于图形的网络演化博弈的拓扑结构

程代展
(中国科学院数学与系统科学研究院ꎬ系统控制重点实验室ꎬ 北京 １００１９０)

摘要:对基于图形的网络演化博弈ꎬ首先求出典型结点策略演化方程ꎬ进而给出将结点方程组合成网络局势演化方程的方法ꎮ
利用局势演化方程ꎬ将计算逻辑动态系统不动点与极限环的公式推广用于图形的网络演化博弈ꎮ 然后ꎬ介绍某玩家单独更新

的局势演化方程ꎬ并依此给出网络演化博弈纯纳什均衡点计算公式ꎮ
关键词:网络演化博弈ꎻ局势演化方程ꎻ单独更新的局势(演化)方程ꎻ 纯纳什均衡ꎻ 矩阵半张量积
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Ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｇｒａｐｈ￣ｂａｓｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅｓ

ＣＨＥＮＧ Ｄａｉ￣ｚｈａｎ
( Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１９０ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｆｏｒ ａ ｇｒａｐｈ￣ｂａｓｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅꎬ ｔｈｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｙｐｉｃａｌ ｎｏｄｅｓ ａｒｅ ｆｉｒｓｔ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ. Ａ
ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｏ ａｓｓｅｍｂｌｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｎｏｄｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｔｏ ｆｏｒｍ ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ｆｏｒｍｕｌａ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ
ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅｓ ｏｆ ｌｏｇｉｃａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｉｓ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ ｔｏ ｒｅｖｅａｌ ｔｈｅ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅｓꎬ
ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｔｈｅ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅｓ ｏｆ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅｓ. Ｎｅｘｔꎬ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｐｌａｙｅｒ ｔｈｅ ｕｎｉｌａｔｅｒａｌ ｐｒｏｆｉｌｅ ｕｐｄａｔｉｎｇ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ. Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅｍꎬ ａ ｆｏｒｍｕｌａ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ(ｓ) ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｓｏｍｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ａｒｅ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅꎻ ｐｒｏｆｉｌｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎꎻ ｕｎｉｌａｔｅｒａｌ ｐｒｏｆｉｌｅ ｕｐｄａｔｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎꎻ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍꎻ
ｓｅｍｉ￣ｔｅｎｓｏｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｍａｔｒｉｃｅｓ
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１　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　 Ｉｎ ｒｅｃｅｎｔ ｙｅａｒｓ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅｓ (ＮＥＧｓ) ｈａｓ ａｔｔｒａｃｔｅｄ ａ ｌａｒｇｅ ａｔｔｅｎｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｓｏｃｉａｌꎬ
ｃｏｍｐｕｔｅｒꎬ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｃｏｍｍｕｎｉｔｉｅｓ [１ꎬ７ꎬ１６] . Ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｗｉｄｅｌｙ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ＮＥＧｓꎬ
ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ￣ｂａｓｅｄ ＮＥＧｓꎬ ｉｓ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ: Ａ ｎｅｔｗｏｒｋ ｇｒａｐｈ (ＮꎬＥ) ｉｓ ｇｉｖｅｎꎬ ｗｈｅｒｅ Ｎ ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ
ｐｌａｙｅｒｓꎬ ａｎｄ Ｅ ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｐｌａｙｅｒｓꎬ ｗｈｏ ｐｌａｙ ａ ｇａｍｅ Ｇ ｒｅｐｅａｔｅｄｌｙ. Ｔｈｉｓ ｐｒｅ￣ａｓｓｉｇｎｅｄ ｇａｍｅ Ｇ ｉｓ ａ ｔｗｏ￣ｐｌａｙｅｒ
ｇａｍｅꎬ ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｇａｍｅ.
　 Ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｔｌｙ ｕｓｅｄ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｇａｍｅｓ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｐｒｉｓｏｎｅｒ̓ｓ ｄｉｌｅｍｍａ [１８ꎬ２１ꎬ１４]ꎻ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｅｎｎｉｅｓ [１０￣１１ꎬ２]ꎻ
ｈａｗｋ￣ｄｏｖｅ ｇａｍｅ [１９￣２０]ꎻ ｒｏｃｋ￣ｐａｐｅｒ￣ｓｃｉｓｓｏｒｓ [７]ꎬ ｅｔｃ. Ｆｏｒ ａ ｐｒｅ￣ａｓｓｉｇｎｅｄ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｇａｍｅ Ｇ ａｎｄ ａ ｆｉｘｅｄ
ｎｅｔｗｏｒｋ ｇｒａｐｈ (ＮꎬＥ)ꎬ ａｓ ｌｏｎｇ ａｓ ｔｈｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｕｐｄａｔｉｎｇ ｒｕｌｅ ｉｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ＮＥＧꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ｇｅꎬ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ.
　 Ｔｗｏ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｓｔｌｙ ｃｏｎｃｅｒｎｅｄ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｏｒ ＮＥＧ ａｒｅ: (ⅰ) ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ Ｇｅꎬ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ ｏｆ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ
( ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｃｙｃｌｅｓ)ꎬ ｂａｓｉｎ ｏｆ ａｔｔｒａｃｔｉｏｎｓꎻ (ⅱ) ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｓ. Ｔｈｅ ｐｕｒｐｏｓｅ ｏｆ ｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒ ｉｓ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｓｏｍｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｔｈｒｏｕｇｈ ｂｕｉｌｄｉｎｇ ａｎｄ ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ＮＥＧｓ. Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ [２]ꎬ
ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｒｅ ｔｈｅｓｅ ｔｗｏ.
　 Ｒｅｃｅｎｔｌｙꎬ ｔｈｅ ｓｅｍｉ￣ｔｅｎｓｏｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ( ＳＴＰ) ｏｆ ｍａｔｒｉｃｅｓ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｕｓｅｄ ｔｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｆｉｎｉｔｅ ｇａｍｅｓ. Ｓｏｍｅ
ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｉｎｃｌｕｄｅ: (ⅰ) ｍｏｄｅｌｉｎｇ ＮＥＧ ｂｙ ｐｒｏｖｉｄｉｎｇ ｐｒｏｆｉｌｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ( ＰＥＥｓ) [７]ꎻ
(ⅱ) ｐｒｏｐｏｓｉｎｇ ａ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｗｈｅｔｈｅｒ ａ ｇａｍｅ ｉｓ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｏｒ ｎｏｔ [６]ꎻ (ⅲ) ｐｒｏｖｉｄｉｎｇ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｇａｍｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ａｎｄ ｓｙｍｍｅｔｒｙ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ [８ꎬ１３]ꎬ ｊｕｓｔ ｔｏ ｍｅｎｔｉｏｎ ａ ｆｅｗ.
Ｒｅａｄｅｒｓ ｗｈｏ ａｒｅ ｉｎｔｅｒｅｓｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ＳＴＰ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｆｉｎｉｔｅ ｇａｍｅｓ ａｒｅ ｒｅｆｅｒｒｅｄ ｔｏ ａ ｒｅｃｅｎｔ ｓｕｒｖｅｙ ｐａｐｅｒ [９] .
　 Ａｎ ｏｕｔｌｉｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｔ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ: Ｓｅｃｔｉｏｎ ２ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓꎬ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ａ ｂｒｉｅｆ
ｓｕｒｖｅｙ ｏｆ ＳＴＰ ａｎｄ ｔｈｅ ＳＴＰ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ ｇａｍｅｓ. Ｓｅｃｔｉｏｎ ３ ｐｒｏｐｏｓｅｓ ｔｈｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｎｏｄｅ￣ｂａｓｅｄ ａｓｓｅｍｂｌｉｎｇ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｔｏ ｂｕｉｌｄ ｔｈｅ ＰＥＥｓ ｆｏｒ ｏｖｅｒａｌｌ ＮＥＧｓ. Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓꎬ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｃｙｃｌｅｓꎬ ｏｆ ＮＥＧｓ
ａｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ. Ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ４ꎬ ｔｈｅ ｕｎｉｌａｔｅｒａｌ ｐｒｏｆｉｌｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ (ＵＰＥＥｓ) ｆｏｒ ｐｌａｙｅｒｓ ａｒｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎｄ
ａｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅｍ. Ｕｓｉｎｇ ＵＰＥＥｓꎬ ａ ｆｏｒｍｕｌａ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ
(ｓ) . Ｓｅｃｔｉｏｎ ５ ｉｓ ａ ｂｒｉｅｆ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ.
　 Ｂｅｆｏｒｅ ｅｎｄｉｎｇ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎꎬ ａ ｌｉｓｔ ｏｆ ｎｏｔａｔｉｏｎｓ ｉｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ:
　 (１) Ｍｍ×ｎ: ｓｅｔ ｏｆ ｍ×ｎ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｒｅａｌ ｍａｔｒｉｃｅｓ.
　 (２) : ＳＴＰ ｏｆ ｍａｔｒｉｃｅｓ.
　 (３) Ｃｏｌ(Ａ) (Ｒｏｗ(Ａ)): ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｃｏｌｕｍｎｓ (ｒｏｗｓ) ｏｆ Ａꎻ Ｃｏｌｉ(Ａ) (Ｒｏｗｉ(Ａ)): ｔｈｅ ｉ￣ｔｈ ｃｏｌｕｍｎ (ｒｏｗ) ｏｆ Ａ.
　 (４) δｉｋ: Ｔｈｅ ｉ￣ｔｈ ｃｏｌｕｍｎ ｏｆ ｉｄｅｎｔｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ Ｉｋ .
　 (５) Δｋ: Δｋ ＝Ｃｏｌ( Ｉｋ)＝ {δｉｋ ｜ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｋ}
　 (６) Ａ∈Ｍｍ×ｎ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｌｏｇｉｃａｌ ｍａｔｒｉｘꎬ ｉｆ Ｃｏｌ(Ａ)⊂Δｍ .
　 (７) Ｌｍ×ｎ: Ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｍ×ｎ ｌｏｇｉｃａｌ ｍａｔｒｉｃｅｓ.
　 (８) Ｗ[ｍꎬｎ]: ｓｗａｐ ｍａｔｒｉｘ.
　 (９) ∗: Ｋｈａｔｒｉ￣Ｒａｏ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｍａｔｒｉｃｅｓ.
　 (１０) Ｂｍ×ｎ: ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｍ×ｎ Ｂｏｏｌｅａｎ ｍａｔｒｉｃｅｓ. Ａ＝(ａｉꎬｊ) ｉｓ ａ Ｂｏｏｌｅａｎ ｍａｔｒｉｘꎬ ｉｆ ａｉꎬｊ∈{０ꎬ１} ∀ｉꎬｊ. Ｌｅｔ ＡꎬＢ∈
Ｂｍ×ｎ . Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｌｏｇｉｃａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｏｎ Ａ ａｎｄ Ｂ ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｅａｃｈ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｃｅｓꎬ ｅ.ｇ.ꎬ Ａ∧
Ｂ＝(ａｉꎬｊ∧ｂｉꎬｊ)ꎬ ｅｔｃ.
　 (１１) １ｎ: [１ꎬ１ꎬ１}

ｎ

] Ｔ .

２　 Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

２.１　 Ｓｅｍｉ￣ｔｅｎｓｏｒ Ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ Ｍａｔｒｉｃｅｓ
　 Ｓｉｎｃｅ ＳＴＰ ｉｓ ａ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｔｏｏｌ ｉｎ ｔｈｉｓ ａｐｐｒｏａｃｈꎬ ｔｈｉｓ ｓｕｂｓｅｃｔｉｏｎ ｇｉｖｅｓ ａ ｂｒｉｅｆ ｓｕｒｖｅｙ ｆｏｒ ＳＴＰ. Ｗｅ ｒｅｆｅｒ ｔｏ
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[４￣５] ｆｏｒ ｍｏｒｅ ｄｅｔａｉｌｓ. ＳＴＰ ｉｓ ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ ｐｒｏｄｕｃｔꎬ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ:
　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２.１　 Ｌｅｔ Ａ∈Ｍｍ×ｎ ａｎｄ Ｂ∈Ｍｐ×ｑꎬ ｔ＝ ｌｃｍ(ｎꎬｐ) ｂｅ ｔｈｅ ｌｅａｓｔ ｃｏｍｍｏｎ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｏｆ ｎ ａｎｄ ｐ. Ｔｈｅｎ ｔｈｅ
ＳＴＰ ｏｆ Ａ ａｎｄ Ｂꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ａ Ｂꎬ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ

Ａ Ｂ:＝(Ａ⊗Ｉｔ / ｎ)(Ｂ⊗Ｉｔ / Ｐ)ꎬ (１)
ｗｈｅｒｅ ⊗ ｉｓ Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ.
　 Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｓｅｅ ｔｈａｔ ＳＴＰ ｉｓ ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ ｐｒｏｄｕｃｔ. Ｔｈａｔ ｉｓꎬ ｗｈｅｎ ｎ＝ｐꎬ ｔｈｅ ＳＴＰ
ｉｓ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ ｐｒｏｄｕｃｔꎬ ｉ.ｅ.ꎬ Ａ Ｂ＝ＡＢ. Ｂｅｃａｕｓｅ ｏｆ ｔｈｉｓꎬ ｉｎ ｍｏｓｔ ｃａｓｅｓ ｔｈｅ ｓｙｍｂｏｌ
ｉｓ ｏｍｉｔｔｅｄ.
　 Ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ＳＴＰ ｉｓ ｔｈａｔ ＳＴＰ ｋｅｅｐｓ ｍｏｓｔ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ
ｍａｔｒｉｘ ｐｒｏｄｕｃｔ ａｖａｉｌａｂｌｅꎬ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎꎬ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎬ ｅｔｃ. Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｓｏｍｅ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ＳＴＰꎬ ｗｈｉｃｈ ｗｉｌｌ ｂｅ ｕｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｌ.
　 Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ “ｓｗａｐｓ” ａ ｖｅｃｔｏｒ ｗｉｔｈ ａ ｍａｔｒｉｘ:
　 Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２.２　 Ｌｅｔ ｘ∈Ｒｔ ｂｅ ａ ｃｏｌｕｍｎ ｖｅｃｔｏｒꎬ ａｎｄ Ａ ｂｅ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｍａｔｒｉｘ. Ｔｈｅｎ

ｘＡ＝( Ｉｔ⊗Ａ)ｘ. (２)
　 Ｄｅｆｉｎｅ ａ ｓｗａｐ ｍａｔｒｉｘ Ｗ[ｍꎬｎ]∈Ｍｍｎ×ｍｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ:

Ｗ[ｍꎬｎ]:＝[ Ｉｎ⊗δ１
ｍꎬＩｎ⊗δ２

ｍꎬꎬＩｎ⊗δｍｍ]∈Ｌｍｎ×ｍｎ . (３)
　 Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２.３　 Ｌｅｔ ｘ∈Ｒｍ ａｎｄ ｙ∈Ｒｎ ｂｅ ｔｗｏ ｃｏｌｕｍｎ ｖｅｃｔｏｒｓ. Ｔｈｅｎ

Ｗ[ｍꎬｎ] ｘｙ＝ ｙｘ. (４)
　 Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｔｈｅ ｄｅｆａｕｌｔ ｍａｔｒｉｘ ｐｒｏｄｕｃｔ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｏ ｂｅ ＳＴＰꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｙｍｂｏｌ ｉｓ ｏｍｉｔｔｅｄ ｉｆ ｔｈｅｒｅ ｉｓ
ｎｏ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃｏｎｆｕｓｉｏｎ.

２　 ＳＴＰ Ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ Ｆｉｎｉｔｅ Ｇａｍｅｓ

　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２.４　 Ａ ｆｉｎｉｔｅ ｇａｍｅ ｉｓ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｙ ａ ｔｒｉｐｌｅ (ＮꎬＳꎬＣ)ꎬ ｗｈｅｒｅ
　 (ⅰ) Ｎ＝{１ꎬ２ꎬꎬｎ} ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｐｌａｙｅｒｓꎻ

　 (ⅱ) Ｓ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ Ｓｉ . Ｓｉ ＝{１ꎬ２ꎬꎬｋｉ} ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ｏｆ ｐｌａｙｅｒ ｉꎬ ｉ＝ １ꎬ

２ꎬꎬｎ.
　 (ⅲ) Ｃ＝(ｃ１ꎬｃ２ꎬꎬｃｎ)ꎬ ｗｈｅｒｅ ｃｉ:Ｓ→Ｒ ｉｓ ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｐｌａｙｅｒ ｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ.
　 Ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｇａｍｅｓ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２.４ ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ｇ[ｎꎻｋ１ꎬｋ２ꎬꎬｋｎ] .
　 Ｕｓｉｎｇ ｖｅｃｔｏｒ ｆｏｒｍ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓꎬ ｗｅ ｉｄｅｎｔｉｆｙ ｊ∈Ｓｉ ｗｉｔｈ δｊｋｉ . Ｉｔ ｔｕｒｎｓ ｏｕｔ ｔｈａｔ Ｓｉ ~Δｋｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ.

Ｄｅｎｏｔｅ ｂｙ κ＝∏
ｎ

ｉ ＝１
ｋｉꎬ ｔｈｅｎ ｃｉ:Δκ→Ｒꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ.

　 Ｌｅｔ ｘｉ ｂｅ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ ｆｏｒｍ ｏｆ ｐｌａｙｅｒ ｉ̓ｓ ｓｔｒａｔｅｇｙ. Ｓｅｔ ｘ:＝ ｎ
ｉ＝１ ｘｉꎬ ｔｈｅｎ ｘ∈Δκ ｉｓ ａ ｐｒｏｆｉｌｅ.

　 Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２.５　 Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｃｉ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｒｏｗ ｖｅｃｔｏｒ Ｖ ｃ
ｉ ∈Ｒκꎬ ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｃｉꎬ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

ｃｉ(ｘ)＝ Ｖ ｃ
ｉ ｘꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ. (５)

　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａｎ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅ Ｇｅꎬ ｗｈｅｒｅ Ｇ∈Ｇ[ｎꎻｋ１ꎬｋ２ꎬꎬｋｎ] . Ｔｈｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ (ＳＥＥ) ｏｆ ｅａｃｈ
ｐｌａｙｅｒ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄꎬ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｕｐｄａｔｉｎｇ ｒｕｌｅꎬ ａｓ

ｘｉ( ｔ＋１)＝ ｆｉ(ｘ１( ｔ)ꎬｘ２( ｔ)ꎬꎬｘｎ( ｔ))ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎꎬ (６)

ｗｈｅｒｅ ｆｉ:∏
ｎ

ｊ ＝１
Ｄｋｊ→Ｄｋｉ Ｉｆ ｘｉ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ ｉｔｓ ｖｅｃｔｏｒ ｆｏｒｍꎬ ｉ. ｅ.ꎬ ｘｉ ∈Δｋｉꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎꎬ ｔｈｅｎ (６) ｃａｎ ｂｅ

ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎｔｏ ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｆｏｒｍ ａｓ
ｘｉ( ｔ＋１)＝ Ｌｉｘ( ｔ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎꎬ (７)

ｗｈｅｒｅ Ｌｉ∈Ｌｋｉ×κ ｉｓ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｆｉꎬ ａｎｄ ｘ( ｔ)＝ ｎ
ｊ＝１ｘｊ( ｔ) ｉｓ ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ. Ｅｖｅｎｔｕａｌｌｙ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ
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ａｌｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ (７) ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｙｉｅｌｄｓ ｔｈｅ ＰＥＥ ｏｆ ｗｈｏｌｅ Ｇｅ ａｓ
ｘｉ( ｔ＋１)＝ Ｌｘ( ｔ)ꎬ (８)

ｗｈｅｒｅ
Ｌ＝Ｌ１∗Ｌ２∗∗Ｌｎ∈Ｌκ×κ .

　 Ｔｈｅ ｆｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ ｉｎ (６) ａｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｕｐｄａｔｉｎｇ ｒｕｌｅ. Ｉｎ ｇｒａｐｈ￣ｂａｓｅｄ ＮＥＧｓꎬ ｔｈｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ
ｕｐｄａｔｉｎｇ ｒｕｌｅ ｉｓ ａｌｗａｙｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｏ ｂｅ ｍｙｏｐｉｃ ｂｅｓｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ (ＭＢＲＡ)ꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ[２２]:

ｘｉ( ｔ＋１)∈ａｒｇｍａｘｘｉ∈Ｓｉｃｉ(ｘｉꎬｘ－ｉ( ｔ)) . (９)
Ｔｈａｔ ｉｓꎬ ｃｈｏｏｓｅ ｔｈｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ ａｔ ｔ ＋ １ ｔｏ ｂｅ ｔｈｅ ｂｅｓｔ ｏｎｅ ａｇａｉｎｓｔ ａｌｌ ｏｔｈｅｒ ｐｌａｙｅｒｓ ̓ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ. Ｗｈｅｎ
ａｒｇｍａｘｘｉ∈Ｓｉｃｉ(ｘｉꎬｘ－ｉ( ｔ)) ｉｓ ｎｏｔ ｕｎｉｑｕｅꎬ ｙｏｕ ｃａｎ ｃｈｏｏｓｅ ａ ｆｉｘｅｄ ｏｎｅ ( ｓａｙꎬ ｔｈｅ ｏｎｅ ｗｉｔｈ ｓｍａｌｌｅｓｔ ｉｎｄｅｘꎬ ｏｒ ｗｉｔｈ
ｌａｒｇｅｓｔ ｉｎｄｅｘꎬ ｅｔｃ.) ｏｒ ｃｈｏｏｓｅ ａｎｙ ｏｎｅ ｗｉｔｈ ｅｑｕａｌ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ. Ｔｈｅｙ ａｒｅ ｃａｌｌｅｄ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ａｎｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｔｙｐｅｓ
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ.

３　 Ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｏｆ ＮＥＧｓ

　 Ｔｈｅ ｐｕｒｐｏｓｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｔｏ ｒｅｖｅａｌ ｔｈｅ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ａｎ ＮＥＧ ｔｈｒｏｕｇｈ ｉｔｓ ＰＥＥ. Ｆｉｒｓｔꎬ ｗｅ ｎｅｅｄ ｔｏ
ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｔｈｅ ＰＥＥ ｏｆ ａ ｇｉｖｅｎ ＮＥＧ.
３.１　 Ａｓｓｅｍｂｌｉｎｇ ＰＥＥ
　 Ａｓｓｕｍｅ Ｎ＝{Ｎ１ꎬＮ２ꎬꎬＮｒ}ꎬ ｗｈｅｒｅ ｅａｃｈ Ｎ ｉ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ａ ｋｉｎｄ ｏｆ ｐｌａｙｅｒｓ. Ｌｅｔ ｄｐ

ｊ ｂｅ ｔｈｅ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｐｌａｙｅｒ ｐ ｗｉｔｈ
ｓｅｔ ｊꎬ ｔｈａｔ ｉｓꎬ

ｄ ｊ
ｐ ＝ ｜ {(ｐꎬｓ)∈Ｅ ｜ ｓ∈Ｎ ｊ} ｜ .

Ｔｈｅｎ ｔｗｏ ｐｏｉｎｔｓ ｐꎬｑ ａｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｋｉｎｄ ｏｆ ｐｌａｙｅｒｓꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ｐ~ ｑꎬ ｉｆ ｐꎬｑ∈Ｎ ｊ ａｎｄ ｄ ｊ
ｐ ＝ ｄ ｊ

ｑꎬ ｊ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｒ.
Ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｄｅｇｒｅｅｓ ｉｎ ｔｈｉｓ ｇｒｏｕｐ ｂｙ ｄ ｊ

ｉ . Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ {ｄ ｊ
ｉ ｜ ｉꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｒ}ꎬ ｔｈｅ ｐｌａｙｅｒｓ ａｒｅ ｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ ｉｎｔｏ ｒｒ

ｇｒｏｕｐｓ.
　 Ｔｏ ｇｅｔ ｔｈｅ ＰＥＥ ｆｏｒ ｗｈｏｌｅ ＮＥＧꎬ ｗｅ ｕｓｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ.
　 Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３.１.　 • Ｓｔｅｐ １: Ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ＰＥＥ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｔｙｐｉｃａｌ ｐｌａｙｅｒꎬ ｗｈｉｃｈ ｈａｓ ｄｅｇｒｅｅ ｄｉ

ｊ .
　 • Ｓｔｅｐ ２: Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ ｔｈｅ ｉｎｄｅｘｅｓ ｉｎ ｔｙｐｉｃａｌ ＰＥＥｓ ｂｙ ｔｈｅ ｉｎｄｅｘｅｓ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｐｌａｙｅｒｓ ｉｎ ｎｅｔｗｏｒｋ.
　 • Ｓｔｅｐ ３: Ｉｎ ｔｈｅ ＰＥＥ ｏｆ ｅａｃｈ ｐｌａｙｅｒꎬ ｐｕｔ ａｒｇｕｍｅｎｔｓ (ｐｌａｙｅｒｓ) ｉｎｔｏ ａｎ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｏｒｄｅｒ.
　 • Ｓｔｅｐ ４: Ｃｏｎｖｅｒｔ ｔｈｅ ＰＥＥ ｏｆ ｅａｃｈ ｐｌａｙｅｒ ｉｎｔｏ ｆｕｌｌ ａｒｇｕｍｅｎｔ ｆｏｒｍ.
　 • Ｓｔｅｐ ５: Ｕｓｉｎｇ Ｋｈａｔｒｉ￣Ｒａｏ ｐｒｏｄｕｃｔ ｔｏ ａｓｓｅｍｂｌｅ ＰＥＥｓ ｏｆ ａｌｌ ｐｌａｙｅｒｓ ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｔｏ ｆｏｒｍ ｔｈｅ ＰＥＥ ｏｆ ｏｖｅｒａｌｌ
ＮＥＧ.
　 Ｔｏ ｐｅｒｆｏｒｍ Ｓｔｅｐ ３ ｗｅ ｎｅｅｄ ｔｏ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓｗａｐ ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒ ｒｅｏｒｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ａｒｇｕｍｅｎｔｓ. Ｔｏ ｐｅｒｆｏｒｍ Ｓｔｅｐ ４ ｗｅ ｎｅｅｄ
ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ.
　 Ｆｉｒｓｔꎬ ａｓｓｕｍｅ ｉｊ∈Ｎｉꎬ ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｆｉｎｄ Ｍｉ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

ｘｉ( ｔ＋１)＝ Ｍｉ ｉｊ∈Ｎｉ
ｘｉｊ( ｔ)ꎬ (１０)

ｗｈｅｒｅ Ｎｉ ｉｓ ｔｈｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ ｏｆ ｉ.
　 Ｄｅｎｏｔｅ ｂｙ ｎｉ ＝ ｜ Ｎｉ ｜ . Ａｓｓｕｍｅ ａｌｌ ｘｉｊꎬ ｊ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎｉꎬ ａｒｅ ｉｎ ａｎ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｏｒｄｅｒꎬ ｉ. ｅ.ꎬ ｉ１ < ｉ２ << ｉｎｉ . Ｉｆ ｔｈｅ
ａｒｇｕｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｎｏｔ ｉｎ ｔｈｉｓ ｏｒｄｅｒꎬ ｔｈｅ ａｒｇｕｍｅｎｔｓ ｎｅｅｄ ｔｏ ｂｅ ｒｅｏｒｄｅｒｅｄ ｆｉｒｓｔ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｓｗａｐ ｍａｔｒｉｘ.
　 Ｎｅｘｔꎬ ｗｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ａ ｍａｔｒｉｘ Ξｉ ａｓ

Ξｉ ＝⊗ｎ
ｓ＝１ξｓꎬ (１１)

ｗｈｅｒｅ

ξｓ ＝
１Ｔ
ｋｓꎬ ｓ∉Ｎｉꎬ

Ｉｋｓꎬ ｓ∈Ｎｉ .
{ (１２)

　 Ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ:



　 第 １０ 期 程代展:基于图形的网络演化博弈的拓扑结构 １５　　　 　

　 Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３.２　 Ｌｅｔ ξｓ ｂｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ (１２) . Ｔｈｅｎ
ｘｉ( ｔ＋１)＝ Ｌｉ

ｎ
ｊ＝１ｘｊ( ｔ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎꎬ (１３)

ｗｈｅｒｅ
Ｌｉ ＝ＭｉΞｉ .

　 Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｏｒ ｔｗｏ ｃｏｌｕｍｎ ｖｅｃｔｏｒｓ ｘꎬｙꎬ ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ
ｘ ｙ＝ ｘ⊗ｙ.

Ｗｅ ｎｅｅｄ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｒｍｕｌａ[１５]

(Ａ⊗Ｂ)(Ｃ⊗Ｄ)＝ ＡＣ⊗ＢＤꎬ (１４)
ｗｈｅｒｅ ｉｎ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ＡＣ ａｎｄ ＢＤ ａｒｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ ｐｒｏｄｕｃｔ.
　 Ｕｓｉｎｇ ｆｏｒｍｕｌａ (１４)ꎬ ａ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｖｅｒｉｆｉｅｓ (１３) .
　 Ｕｓｉｎｇ ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３.２ꎬ ｗｅ ｃａｎ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｓ

ｘｉ( ｔ＋１)＝ Ｌｉｘ( ｔ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ. (１５)
Ｆｉｎａｌｌｙꎬ ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ ｒｉｇｈｔ ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｗｅ ｈａｖｅ [５]

ｘ( ｔ＋１)＝ Ｌｘ( ｔ)ꎬ (１６)
ｗｈｅｒｅ∗

Ｌ＝Ｌ１∗Ｌ２∗∗Ｌｎ .
　 Ｗｅ ｕｓｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｘａｍｐｌｅ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３.１.
　 Ｅｘａｍｐｌｅ ３.３[２] 　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｅｎｎｉｅｓ ＮＥＧ. Ｅａｃｈ ｐｌａｙｅｒ ｈａｓ Ｓｉ ＝ {ＨꎬＴ}ꎬ ｗｈｅｒｅ Ｈ: ｈｅａｄꎬ Ｔ: ｔａｉｌ.
Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｔｗｏ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｐｌａｙｅｒｓ: (１) ｃｏｎｆｏｒｍｉｓｔ (Ｃ)ꎬ (２) ｒｅｂｅｌ (Ｒ) . Ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆ ｂｉ￣ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｒｅ ｓｈｏｗｎ ｉｎ
Ｔａｂｌｅｓ １ꎬ ｒｅｆＴａｂ.３.２ꎬ ａｎｄ ３ꎬ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ ｆｏｒ Ｃ－Ｃꎬ Ｒ－Ｒꎬ ａｎｄ Ｃ－Ｒ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ.

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｙｏｆｆ ｂｉ￣ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒ Ｃ－Ｃ

Ｐ１ ＼Ｐ２ Ｈ Ｔ

Ｈ １ꎬ １ －１ꎬ－１
Ｔ －１ꎬ－１ １ꎬ１

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐａｙｏｆｆ ｂｉ￣ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒ Ｒ－Ｒ

Ｐ１ ＼Ｐ２ Ｈ Ｔ

Ｈ －１ꎬ－１ １ꎬ１
Ｔ １ꎬ１ －１ꎬ－１

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｐａｙｏｆｆ ｂｉ￣ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒ Ｃ－Ｒ

Ｐ１ ＼Ｐ２ Ｈ Ｔ

Ｈ １ꎬ－１ －１ꎬ１
Ｔ －１ꎬ１ １ꎬ－１

　 Ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ.１ꎬ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ８ ｐｌａｙｅｒｓ. ４ ｐｌａｙｅｒｓ ｄｅｐｉｃｔｅｄ ｂｙ ｃｉｒｃｌｅｓꎬ ａｒｅ ｃｏｎｆｏｒｍｉｓｔｓꎬ ａｎｄ ４ ｐｌａｙｅｒｓ ｄｅｐｉｃｔｅｄ
ｂｙ ｓｑｕａｒｅｓꎬ ａｒｅ ｒｅｂｅｌｓ. Ｕｓｉｎｇ ＭＢＲＡꎬ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｆｉｇｕｒｅ ｏｕｔ ｔｈｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｕｐｄａｔｉｎｇ ｒｕｌｅ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ: Ｃ￣ｐｌａｙｅｒｓ
ｆｏｌｌｏｗ ｔｈｅ ｍａｊｏｒｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅｉｒ ｏｗｎ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｓ. Ｒ￣ｐｌａｙｅｒｓ ａｇａｉｎｓｔ ｔｈｅ ｍａｊｏｒｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅｉｒ ｏｗｎ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｓ. Ｗｈｅｎ
ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｈｅａｄｓ ｅｑｕａｌｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔａｉｌｓꎬ ｐｌａｙｅｒ ｋｅｅｐｓ ｈｉｓ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｕｎｃｈａｎｇｅｄ.×ｓｔａｎｄｓ ｆｏｒ ｈｅａｄ ａｎｄ ｂｌａｎｋ
ｆｏｒ ｔａｉｌ. Ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ ｉｆ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ｉ ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｉｓ ｄｅｐｉｃｔｅｄ ａｓ ｉｎ ｌｅｆｔ￣ｈａｎｄ￣ｓｉｄｅ ｏｆ Ｆｉｇ.１ꎬ ｔｈｅｎ ａｔ
ｔｉｍｅ ｔ＝ ｉ＋１ ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｂｅｃｏｍｅｓ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ.

Ｆｉｇ.１　 ＮＥＧ ｏｆ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐａｎｎｉｅｓ

　 Ｗｅ ｓｐｌｉｔ ａｌｌ ｐｌａｙｅｒｓ ｉｎｔｏ ６ ｇｒｏｕｐｓ ａｓ Ｃ１ꎬ Ｃ２ꎬ Ｃ３ꎬ Ｒ１ꎬ Ｒ２ꎬ Ｒ３ꎬ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｄ１
１ꎬ ｄ１

２ꎬ ｄ１
３ꎬ ｄ２

１ꎬ ｄ２
２ꎬ ａｎｄ ｄ２

３

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ.

∗ Ｌｅｔ Ａ∈Ｍｓ×ｎꎬ Ｂ∈Ｍｔ×ｎ . Ｔｈｅｎ ｔｈｅ Ｋｈａｔｒｉ￣Ｒａｏ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ Ａ ａｎｄ Ｂꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ａ∗Ｂꎬ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ [５]
Ｃｏｌｉ(Ａ∗Ｂ)＝ Ｃｏｌｉ(Ａ)Ｃｏｌｉ(Ｂ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ.



　 １６　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ５６ 卷　

　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｇｒｏｕｐ ｉｓ ｅａｓｉｌｙ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ.
　 (ⅰ) Ｃ１: Ｐｌａｙｅｒ ｘ ｉｓ ａ ｃｏｎｆｏｒｍｉｓｔꎬ ｈｅ ｈａｓ ｕｎｉｑｕｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒ ｙ. Ｔｈｅｎ

ｘ( ｔ＋１)＝ ｙ( ｔ) .
　 (ⅱ) Ｃ２: Ｐｌａｙｅｒ ｘ ｉｓ ａ ｃｏｎｆｏｒｍｉｓｔꎬ ｈｅ ｈａｓ ｔｗｏ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｙ ａｎｄ ｚ. Ｔｈｅｎ

ｘ( ｔ＋１)＝ Ｍ２ｘ( ｔ)ｙ( ｔ)ｚ( ｔ)ꎬ
　 ａｎｄ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈａｔ

Ｍ２ ＝ δ２[１ꎬ１ꎬ１ꎬ２ꎬ１ꎬ２ꎬ２ꎬ２] .
　 (ⅲ) Ｃ３: Ｐｌａｙｅｒ ｘ ｉｓ ａ ｃｏｎｆｏｒｍｉｓｔꎬ ｈｅ ｈａｓ ｔｈｒｅｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｙꎬ ｚꎬ ａｎｄ ｗ. Ｔｈｅｎ

ｘ( ｔ＋１)＝ Ｍ３ｙ( ｔ)ｚ( ｔ)ｗ( ｔ)ꎬ
　 ａｎｄ

Ｍ３ ＝ δ２[１ꎬ１ꎬ１ꎬ２ꎬ１ꎬ２ꎬ２ꎬ２] .
　 (ⅳ) Ｒ１: Ｐｌａｙｅｒ ｘ ｉｓ ａ ｒｅｂｅｌꎬ ｈｅ ｈａｓ ｕｎｉｑｕｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒ ｙ. Ｔｈｅｎ

ｘ( ｔ＋１)＝ ¬ ｙ( ｔ) .
　 (ⅴ) Ｒ２: Ｐｌａｙｅｒ ｘ ｉｓ ａ ｒｅｂｅｌꎬ ｈｅ ｈａｓ ｔｗｏ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｙ ａｎｄ ｚ. Ｔｈｅｎ

ｘ( ｔ＋１)＝ Ｎ２ｘ( ｔ)ｙ( ｔ)ｚ( ｔ)ꎬ
　 ａｎｄ

Ｎ２ ＝ δ２[２ꎬ２ꎬ２ꎬ１ꎬ２ꎬ１ꎬ１ꎬ１] .
　 (ⅵ) Ｒ３: Ｐｌａｙｅｒ ｘ ｉｓ ａ ｒｅｂｅｌꎬ ｈｅ ｈａｓ ｔｈｒｅｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｙꎬ ｚꎬ ａｎｄ ｗ. Ｔｈｅｎ

ｘ( ｔ＋１)＝ Ｎ３ｙ( ｔ)ｚ( ｔ)ｗ( ｔ)ꎬ
　 ａｎｄ

Ｎ３ ＝ δ２[２ꎬ２ꎬ２ꎬ１ꎬ２ꎬ１ꎬ１ꎬ１] .
　 Ｕｓｉｎｇ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２ꎬ ｗｅ ｈａｖｅ

ｘ１( ｔ＋１)＝ ｘ６( ｔ)
＝ (ＪＴ

２５⊗Ｉ２⊗ＪＴ
２２)ｘ( ｔ):＝Ｌ１ｘ( ｔ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ
Ｌ１ ＝ ＪＴ⊗Ｉ２⊗ＪＴ

２２ .
ｘ２( ｔ＋１)＝ Ｍ３ｘ５( ｔ)ｘ７( ｔ)ｘ８( ｔ)

＝ Ｍ３(ＪＴ
２４⊗Ｉ２⊗ＪＴ

２⊗Ｉ４)ｘ( ｔ):＝Ｌ２ｘ( ｔ)ꎬ
ｗｈｅｒｅ

Ｌ２ ＝Ｍ３(ＪＴ
２４⊗Ｉ２⊗ＪＴ

２⊗Ｉ４) .
ｘ３( ｔ＋１)＝ Ｍ２ｘ３( ｔ)ｘ６( ｔ)ｘ７( ｔ)

＝ Ｍ２(ＪＴ
４⊗Ｉ２⊗ＪＴ

４⊗Ｉ４⊗ＪＴ
２ )ｘ( ｔ):＝Ｌ３ｘ( ｔ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ
Ｌ３ ＝Ｍ２(ＪＴ

２４⊗Ｉ２⊗ＪＴ
４⊗Ｉ４⊗ＪＴ

２ ) .
ｘ４( ｔ＋１)＝ ｘ６( ｔ)

＝ (ＪＴ
２５⊗Ｉ２⊗ＪＴ

４ )ｘ( ｔ):＝Ｌ４ｘ( ｔ)ꎬ
ｗｈｅｒｅ

Ｌ４ ＝ ＪＴ
２５⊗Ｉ２⊗ＪＴ

４ .
ｘ５( ｔ＋１)＝ ¬ ｘ２( ｔ)

＝ Ｍ¬ (ＪＴ
２⊗Ｉ２⊗ＪＴ

２６)ｘ( ｔ):＝Ｌ５ｘ( ｔ)ꎬ
ｗｈｅｒｅ

Ｌ５ ＝Ｍ¬ (ＪＴ
２⊗Ｉ２⊗ＪＴ

２６) .
ｘ６( ｔ＋１)＝ Ｎ３ｘ１( ｔ)ｘ３( ｔ)ｘ４( ｔ)

＝ Ｎ３( Ｉ２⊗ＪＴ
２⊗Ｉ４⊗ＪＴ

１６)ｘ( ｔ):＝Ｌ６ｘ( ｔ)ꎬ
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ｗｈｅｒｅ
Ｌ６ ＝Ｎ３( Ｉ２⊗ＪＴ

２⊗Ｉ４⊗ＪＴ
１６) .

ｘ７( ｔ＋１)＝ Ｎ２ｘ(７)ｘ２( ｔ)ｘ３( ｔ)
＝ Ｎ２Ｗ[４ꎬ２] ｘ２( ｔ)ｘ３( ｔ)ｘ(７)
＝ Ｎ２Ｗ[４ꎬ２](ＪＴ

２⊗Ｉ４⊗ＪＴ
８⊗Ｉ２⊗ＪＴ

２ )ｘ( ｔ):＝Ｌ７ｘ( ｔ)ꎬ
ｗｈｅｒｅ

Ｌ７ ＝Ｎ２Ｗ[４ꎬ２](ＪＴ
２⊗Ｉ４⊗ＪＴ

８⊗Ｉ２⊗ＪＴ
２ ) .

ｘ８( ｔ＋１)＝ ¬ ｘ２( ｔ)
＝ Ｍ¬ (ＪＴ

２⊗Ｉ２⊗ＪＴ
６４)ｘ( ｔ):＝Ｌ８ｘ( ｔ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ
Ｌ８ ＝Ｍ¬ (ＪＴ

２⊗Ｉ２⊗ＪＴ
６４) .

　 Ｆｉｎａｌｌｙꎬ ｗｅ ｃａｎ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｉｓ
Ｌ ＝Ｌ１∗Ｌ２∗Ｌ３∗Ｌ４∗Ｌ５∗Ｌ６∗Ｌ７∗Ｌ８

＝ δ２５６[１６ꎬ１６ꎬ１６ꎬ８０ꎬꎬ１７７ꎬ２４１ꎬ２４１ꎬ２４１]∈Ｌ２５６×２５６ .
３.２　 Ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｏｆ ＮＥＧｓ
　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａｎ ＮＥＧ Ｇｅꎬ ｗｈｅｒｅ Ｇ∈Ｇ[ｎꎻｋ１ꎬｋ２ꎬ ꎬｋｎ] . Ａｓｓｕｍｅ ｔｈｅ ＰＥＥ ｏｆ Ｇｅ ｉｓ

ｘ( ｔ＋１)＝ Ｌｘ( ｔ)ꎬ (１７)
ｗｈｅｒｅ Ｌ∈Ｌκ×κ . Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｃｙｃｌｅｓ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ ｓꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ｎｓꎬ ｃａｎ ｂｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｒｍｕｌａꎬ ｗｈｅｒｅ Ｎ１ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔｓ.
　 Ｆｏｒｍｕｌａ (１８) ｗａｓ ｆｉｒｓｔ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｏｒ Ｂｏｏｌｅａｎ ｎｅｔｗｏｒｋｓ [３]ꎬ ｔｈｅｎ ｉｔ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｏ ｋ￣ｖａｌｕｅｄ ｌｏｇｉｃａｌ
ｎｅｔｗｏｒｋｓ [１７] . Ｔｈｏｕｇｈ ｗｅ ｎｏｗ ａｒｅ ｉｎｔｅｒｅｓｔｅｄ ｉｎ ａ ｍｏｒｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｃａｓｅ ａｓ “ｍｉｘ￣ｖａｌｕｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋ”ꎬ ｔｈｅ ｆｏｒｍｕｌａ ｉｓ
ｓｔｉｌｌ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ ａｆｔｅｒ ａｎ ｏｂｖｉｏｕｓ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ.

Ｎ１ ＝ ｔｒａｃｅ(Ｌ)ꎬ

Ｎｓ ＝
ｔｒａｃｅ(Ｌｓ) － ∑

μ∈Ｐ (ｓ)
μＮμ

ｓ
ꎬ ２≤ｓ≤κ.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１８)

Ｎｏｔｅ ｔｈａｔ Ｐ (ｓ) ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｐｒｏｐｅｒ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ Ｓ. Ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅꎬ Ｐ (６)＝ {１ꎬ２ꎬ３} .
　 Ｕｓｉｎｇ ｆｏｒｍｕｌａ (１８)ꎬ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ. Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｔｏｔａｌｌｙ ４ ｃｙｃｌｅｓ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ ４ ａｎｄ
ａ ｃｙｃｌｅ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ １２.
　 Ｔｈｅ ｃｙｃｌｅ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ １２ ｉｓ:

Ｃ１ ＝ δ１８１
２５６→δ１８６

２５６→δ７４
２５６→δ６９

２５６→δ１４９
２５６→δ１５６

２５６→δ７６
２５６→δ７１

２５６→
δ１８３
２５６→δ１８８

２５６→δ１０８
２５６→δ１０１

２５６→δ１８１
２５６→

Ｃｏｎｖｅｒｔｉｎｇ ｔｈｅｍ ｉｎｔｏ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｆｏｒｍ ｙｉｅｌｄｓ
(１ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０)→(１ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１)→(０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１)→
(０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０)→(１ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０)→(１ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ１)→
(０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ１)→(０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０)→(１ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０)→
(１ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ１)→(０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ１)→(０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０)→
(１ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０)→

ｗｈｅｒｅ １: ｆｏｒ ｔａｉｌꎬ ０ ｆｏｒ ｈｅａｄ. Ｔｈｉｓ ｒｅｓｕｌｔ ｃｏｉｎｃｉｄｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｉｎ [２] .
　 Ｔｈｅ ｆｏｕｒ ｃｙｃｌｅｓ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ ４ ａｒｅ:

Ｃ２
１: δ１

２５６→δ１６
２５６→δ２５６

２５６→δ２４１
２５６→δ１

２５６→
Ｉｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｆｏｒｍꎬ ｉｔ ｉｓ

(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)→(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)→(１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)→
(１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)→(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)→

Ｃ２
２: δ５

２５６→δ１６０
２５６→δ２５２

２５６→δ９７
２５６→δ５

２５６→
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Ｉｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｆｏｒｍꎬ ｉｔ ｉｓ
(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０)→(１ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)→(１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ１)→
(０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)→(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０)→

Ｃ２
３: (δ１０

２５６→δ８０
２５６→δ２４７

２５６→δ１７７
２５６→δ１０

２５６→
Ｉｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｗｉｓｅ ｆｏｒｍꎬ ｉｔ ｉｓ

(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１)→(０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)→(１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０)→
(１ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)→(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１)→

Ｃ２
４: δ１４

２５６→δ２２４
２５６→δ２４３

２５６→δ３３
２５６→δ１４

２５６→
Ｉｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｗｉｓｅ ｆｏｒｍꎬ ｉｔ ｉｓ

(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１)→(１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)→(１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０)→
(０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)→(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１)→

４　 Ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

　 Ｆｉｎｄｉｎｇ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ(ｓ) ｆｏｒ ａｎ ＮＥＧ ｉｓ ａ ｃｈａｌｌｅｎｇｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍꎬ ａｎｄ ｉｔ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ａ ｌｏｔ. Ｗｅ
ｒｅｆｅｒ ｔｏ [２] ｆｏｒ ｍｏｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｓ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｈｏｗ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅｍ ｖｉａ ｔｈｅｉｒ ＳＥＥ. Ａｓｓｕｍｅ ｔｈｅ
ＳＥＥｓ ｏｆ ａｎ ＮＥＧ ａｒｅ ａｌｒｅａｄｙ ｋｎｏｗｎ ａｓ

ｘｉ( ｔ＋１)＝ Ｌｉｘ( ｔ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ. (１９)
　 Ｎｏｔｅ ｔｈａｔ ｉｆ ＭＢＲＡ ｉｓ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｐｌａｙｅｒ ｕｎｉｌａｔｅｒａｌｌｙ ｂｙ ｔｕｒｎꎬ ａｎｄ ｉｆ ｌｉｍｔ→∞ ｘ( ｔ)＝ ｘ０ꎬ ｔｈｅｎ ｘ０ ｍｕｓｔ ｂｅ ａ ｐｕｒｅ
Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ[１２] . Ａｓｓｕｍｅ ｐｌａｙｅｒ ｉ ｕｎｉｌａｔｅｒａｌｌｙ ｕｐｄａｔｅｓ ｈｉｓ ｓｔｒａｔｅｇｙꎬ ｗｅ ｔｒｙ ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ＰＥＥ. Ｆｏｒ
ｎｏｔａｔｉｏｎａｌ ｅａｓｅꎬ ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｏｎｌｙ ｋ￣ｖａｌｕｅｄ ｇａｍｅｓ. Ｔｈａｔ ｉｓꎬ ａｓｓｕｍｅ ｜ Ｓｉ ｜ ＝ ｋꎬ ｔｈｅｎ ｘｉ( ｔ)∈Δｋꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ.
　 Ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅｓｔ ｐｌａｙｅｒｓꎬ ｗｅ ｈａｖｅ

ｘ－ｉ( ｔ＋１)＝ ｘ－ｉ( ｔ)＝ ( Ｉｋｉ－１⊗ＪＴ
ｋ ⊗Ｉｋｎ－ｉ)ｘ( ｔ)

:＝Ｌ－ｉｘ( ｔ) ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ. (２０)
　 Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ (１９) ｗｉｔｈ (２０) ｙｉｅｌｄｓ

ｘｉ( ｔ＋１)ｘ－ｉ( ｔ＋１)＝ (Ｌｉ∗Ｌ－ｉ)ｘ( ｔ) . (２１)
Ｌｅｆｔ ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｂｙ Ｗ[ｋꎬｋｉ－１] ｙｉｅｌｄｓ

ｘ( ｔ＋１)＝ Ｗ[ｋꎬｋｉ－１](Ｌｉ∗Ｌ－ｉ)ｘ( ｔ)
:＝Ｈｉｘ( ｔ) . (２２)

　 Ｅｑｕａｔｉｏｎ (２２) ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｕｎｉｌａｔｅｒａｌ ｐｒｏｆｉｌｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ (ＵＰＥＥ) ｏｆ ｐｌａｙｅｒ ｉ. Ｕｓｉｎｇ ＵＰＥＥꎬ ｔｈｅ
ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ(ｓ) ｃａｎ ｂｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｅａｓｉｌｙ:
　 Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ４.１　 Ｌｅｔ

Ｈ:＝∧
ｎ

ｉ＝１
Ｈｉ .

Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ＮＥＧꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ｎＮꎬ ｉｓ
ｎＮ ＝ ｔｒａｃｅ(Ｈ) . (２３)

Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬ ｅａｃｈ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｏｆ Ｈ ｉｓ ａ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ.
　 Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｉｎｃｅ ｆｏｒ ｇｒａｐｈ￣ｂａｓｅｄ ｇａｍｅｓ ｔｈｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｕｐｄａｔｉｎｇ ｒｕｌｅ ｉｓ ａｌｗａｙｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｏ ｂｅ ＭＢＲＡꎬ ｂｙ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔꎬ
ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒ ｔｈａｔ ｉｆ ｘ ＝ δｓκ ｉｓ ｔｈｅ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｆｏｒ Ｈｉꎬ ｔｈｅｎ ｉｔ ｍｅａｎｓ ｐｌａｙｅｒ ｉ ｉｓ ｎｏｔ ａｂｌｅ ｔｏ ｇｅｔ ｂｅｔｔｅｒ ｐａｙｏｆｆ ｂｙ
ｕｎｉｌａｔｅｒａｌｌｙ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｈｉｓ ｓｔｒａｔｅｇｙ. Ｎｏｗꎬ ｉｆ Ｈ( ｓꎬｓ)＝ １ꎬ ｔｈｅｎ Ｈｉ( ｓꎬｓ)＝ １ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎꎬ ｗｈｉｃｈ ｍｅａｎｓ δｓκ ｉｓ ａ
ｃｏｍｍｏｎ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｏｆ Ｈｉ . Ｈｅｎｃｅ ｉｔ ｉｓ ａ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ.
　 Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙꎬ ｅａｃｈ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ δｓκ . Ｔｈｅｎ ｉｔ ｍｕｓｔ ｂｅ ａ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｆｏｒ ｅａｃｈ Ｈｉ .
　 Ｅｘａｍｐｌｅ ４.２　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｐｒｉｓｏｎｅｒ̓ｓ ｄｉｌｅｍｍａꎬ Ｇｅꎬ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆｓ ｏｆ Ｇ ａｒｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ ４ꎬ ｗｈｅｒｅ
Ｔ>Ｒ>Ｐ>Ｓ.
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Ｔａｂｌｅ ４　 Ｐａｙｏｆｆ ｂｉ￣ｍａｔｒｉｘ

Ｐ１ ＼Ｐ２ Ｃ Ｄ

Ｃ Ｒꎬ Ｒ Ｓꎬ Ｔ
Ｄ Ｔꎬ Ｓ Ｐꎬ Ｐ

　 Ａｓｓｕｍｅ ｘ( ｔ)＝ (ＣＣ)ꎬ ｔｈｅｎ ｐｌａｙｅｒ １ ｗｉｌｌ ｔａｋｅ ｘ( ｔ＋１)＝ Ｄ. Ｓｉｍｉｌａｒｌｙꎬ ｉｔ ｉｓ ａｌｓｏ ｔｒｕｅ ｆｏｒ ｏｔｈｅｒ ｃａｓｅｓ. Ｈｅｎｃｅꎬ ｔｈｅ
ｕｎｉｌａｔｅｒａｌ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｕｐｄａｔｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐｌａｙｅｒ １ ｉｓ

ｘ１( ｔ＋１)＝ ｄ２[２ꎬ２ꎬ２ꎬ２]ｘ( ｔ):＝Ｌ１ｘ( ｔ) . (２４)
Ｗｅ ａｌｓｏ ｈａｖｅ

ｘ２( ｔ＋１)＝ ｘ－１( ｔ＋１)＝ ｘ－１( ｔ)
＝ (ＪＴ

２⊗Ｉ２)ｘ( ｔ)
＝ δ２[１ꎬ２ꎬ１ꎬ２]ｘ( ｔ):＝Ｌ２ｘ( ｔ) . (２５)

　 Ｕｓｉｎｇ (２４) ａｎｄ (２５)ꎬ ｔｈｅ ＵＰＥＥ ｆｏｒ ｐｌａｙｅｒ １ ｉｓ
ｘ( ｔ＋１)＝ Ｍ１ｘ( ｔ)ꎬ (２６)

ｗｈｅｒｅ
Ｍ１ ＝Ｌ１∗Ｌ２ ＝ δ２[３ꎬ４ꎬ３ꎬ４] .

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙꎬ ｔｈｅ ＵＰＥＥ ｏｆ ｐｌａｙｅｒ ２ ｉｓ
ｘ( ｔ＋１)＝ Ｍ２ｘ( ｔ)＝ δ４[２ꎬ２ꎬ４ꎬ４]ｘ( ｔ) . (２７)

Ｔｈｅｎ
Ｈ＝Ｍ１∧Ｍ２ ＝ δ４[０ꎬ０ꎬ０ꎬ４] . (２８)

　 Ｗｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｏｎｌｙ ｏｎｅ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ δ４
４ ~ (２ꎬ２) .

　 Ｅｘａｍｐｌｅ ４.２ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ４.１ ｉｓ ａｌｓｏ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ ｔｏ ａｎｙ (ｍａｙ ｂｅ ｎｏｎ￣ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ) ｆｉｎｉｔｅ ｇａｍｅ.
　 Ｅｘａｍｐｌｅ ４.３　 Ｒｅｃａｌｌ Ｅｘａｍｐｌｅ ３.３ꎬ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａｌｌ ｐｌａｙｅｒｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｏｂｔａｉｎｅｄ.
Ｐｒｅｃｉｓｅｌｙ ｓｐｅａｋｉｎｇꎬ Ｌｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬ８ ａｒｅ ｋｎｏｗｎ. Ｎｅｘｔꎬ ｗｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅ

Ｅ ｉ ＝ Ｉ２ｉ－１⊗Ｊ２⊗２８－ｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬ８.
Ｍｉ ＝Ｗ[２ｉ－１ꎬ２] Ｅ ｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬ８.

Ｓｅｔｔｉｎｇ

Ｈ＝∩
８

ｉ＝１
Ｍｉꎬ

ｉｔ ｉｓ ｒｅａｄｙ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ ｔｒａｃｅ(Ｈ) ＝ ０. Ｓｏ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｆｏｒ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｉｎｎｉｅｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ
ｄｅｐｉｃｔｅｄ ｂｙ Ｆｉｇ.１.
　 Ｅｘａｍｐｌｅ ４.４ 　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｐｕｂｌｉｃ ｏｐｉｎｉｏｎ ｇａｍｅ ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ.２. Ａｓｓｕｍｅ Ｓｉ ＝ {ＰꎬＮꎬＵ}ꎬ ∀ｉꎬ ｗｈｅｒｅ Ｐ
ｍｅａｎｓ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｏｐｉｎｉｏｎꎬ Ｎ ｍｅａｎｓ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｏｐｉｎｉｏｎꎬ ａｎｄ Ｕ ｉｓ ｆｏｒ “ ｎｅｕｔｒａｌ” ｏｐｉｎｉｏｎ. Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｔｗｏ ｋｉｎｄｓ ｏｆ
ｐｌａｙｅｒｓ: (ⅰ) ｃｏｎｆｏｒｍｉｓｔ (Ｃ)ꎬ ｗｈｏ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈｅ ｍａｊｏｒｉｔｙ ｏｆ ｈｉｓ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｓꎻ (ⅱ) ｒｅｂｅｌ (Ｒ)ꎬ ｗｈｏ ａｇａｉｎｓｔ
ｔｈｅ ｍａｊｏｒｉｔｙ ｏｆ ｈｉｓ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｓ.
　 Ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆ ｂｉ￣ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒ Ｃ－Ｒ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｔａｂ.５.

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｐａｙｏｆｆ ｂｉ￣ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒ Ｃ－Ｒ

Ｐ１(Ｃ) ＼Ｐ２(Ｒ) Ｐ Ｕ Ｎ

Ｐ １ꎬ－１ ０ꎬ ０ －１ꎬ １
Ｕ ０ꎬ ０ １ꎬ １ ０ꎬ ０
Ｎ －１ꎬ １ ０ꎬ ０ １ꎬ－１

　 ２ ｐｌａｙｅｒｓ ｄｅｐｉｃｔｅｄ ｂｙ ｃｉｒｃｌｅｓꎬ ａｒｅ ｃｏｎｆｏｒｍｉｓｔｓꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ｃ１ꎬ Ｃ２ꎬ ａｎｄ ２ ｐｌａｙｅｒｓ ｄｅｐｉｃｔｅｄ ｂｙ ｓｑｕａｒｅｓꎬ ａｒｅ
ｒｅｂｅｌｓꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ｄ１ꎬ Ｄ２ . Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｐａｙｏｆｆｓ ａｎｄ ｕｓｉｎｇ ＭＢＲＡꎬ ｏｎｅ ｓｅｅｓ ｅａｓｉｌｙ ｔｈａｔ Ｃｉ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈｅ ｍａｊｏｒｉｔｙ ｏｆ
ｈｉｓ ｏｗｎ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｓ. Ｄｉ ｐｌａｙｅｒｓ ｄｅｐｉｃｔｅｄ ｂｙ ｓｑｕａｒｅｓꎬ ａｒｅ ｒｅｂｅｌｓꎬ ｗｈｏ ａｇａｉｎｓｔ ｔｈｅ ｍａｊｏｒｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅｉｒ ｏｗｎ
ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｓ. Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ “ｐｏｓｉｔｉｖｅ” ｏｐｉｎｉｏｎ ｅｑｕａｌｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ “ｎｅｇａｔｉｖｅ” ｏｐｉｎｉｏｎꎬ ｐｌａｙｅｒ ｔａｋｅｓ ａ
“ｎｅｕｔｒａｌ” ｏｐｉｎｉｏｎ. Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈａｔ
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ｘ１( ｔ＋１)＝ Ｌｘ３( ｔ)ｘ４( ｔ)ꎬ (２９)
ｗｈｅｒｅ

Ｌ＝ δ３[１ꎬ１ꎬ２ꎬ１ꎬ２ꎬ３ꎬ２ꎬ３ꎬ３] .
ｘ２( ｔ＋１)＝ ｘ４( ｔ) . (３０)

ｘ３( ｔ＋１)＝ ＭｎＬｘ１( ｔ)ｘ２( ｔ) . (３１)
ｗｈｅｒｅ Ｍｎ ＝ δ３[３ꎬ２ꎬ１] .

ｘ４( ｔ＋１)＝ ¬ Ｍｎｘ１( ｔ) . (３２)
Ｔｈｅｎ

ｘ１( ｔ＋１)＝ Ｌｘ３( ｔ)ｘ４( ｔ)
＝ Ｌ(Ｊ９⊗Ｉ９)ｘ( ｔ):＝Ｍ１ｘ( ｔ) . (３３)

ｘ－１( ｔ＋１)＝ (ＪＴ
３⊗Ｉ２７)ｘ( ｔ)

:＝Ｈ１ｘ( ｔ) . (３４)
ｘ( ｔ＋１)＝ ｘ１( ｔ＋１)ｘ－１( ｔ＋１)＝ (Ｍ１∗Ｈ１)ｘ( ｔ)

:＝Ψ１ｘ( ｔ)ꎬ (３５)
ｗｈｅｒｅ Ψ１ ｉｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｓ

Ψ１ ＝ δ８１[１ꎬ２ꎬ３０ꎬ４ꎬ３２ꎬ６０ꎬ３４ꎬ６２ꎬ６３ꎬ１０ꎬ１１ꎬ３９ꎬ１３ꎬ４１ꎬ６９ꎬ４３ꎬ７１ꎬ７２ꎬ
１９ꎬ２０ꎬ４８ꎬ２２ꎬ５０ꎬ７８ꎬ５２ꎬ８０ꎬ８１ꎬ１ꎬ２ꎬ３０ꎬ４ꎬ３２ꎬ６０ꎬ３４ꎬ６２ꎬ６３ꎬ
１０ꎬ１１ꎬ３９ꎬ１３ꎬ４１ꎬ６９ꎬ４３ꎬ７１ꎬ７２ꎬ１９ꎬ２０ꎬ４８ꎬ２２ꎬ５０ꎬ７８ꎬ５２ꎬ８０ꎬ８１ꎬ
１ꎬ２ꎬ３０ꎬ４ꎬ３２ꎬ６０ꎬ３４ꎬ６２ꎬ６３ꎬ１０ꎬ１１ꎬ３９ꎬ１３ꎬ４１ꎬ６９ꎬ４３ꎬ７１ꎬ７２ꎬ
１９ꎬ２０ꎬ４８ꎬ２２ꎬ５０ꎬ７８ꎬ５２ꎬ８０ꎬ８１] .

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙꎬ ｗｅ ｈａｖｅ
ｘ１( ｔ＋１)＝ (ＪＴ

２７⊗Ｉ３)ｘ( ｔ):＝Ｍ２ｘ( ｔ) . (３６)
ｘ－２( ｔ＋１)＝ ( Ｉ３⊗ＪＴ

３⊗Ｉ９)ｘ( ｔ)
:＝Ｈ２ｘ( ｔ) . (３７)

ｘ( ｔ＋１)＝ Ｗ[３ꎬ３] ｘ２( ｔ＋１)ｘ－２( ｔ＋１)
＝ Ｗ[３ꎬ３](Ｍ２∗Ｈ２)ｘ( ｔ):＝Ψ２ｘ( ｔ)ꎬ (３８)

ｗｈｅｒｅ Ψ２ ｉｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｓ
Ψ２ ＝ δ８１[１ꎬ１１ꎬ２１ꎬ４ꎬ１４ꎬ２４ꎬ７ꎬ１７ꎬ２７ꎬ１ꎬ１１ꎬ２１ꎬ４ꎬ１４ꎬ２４ꎬ７ꎬ１７ꎬ２７ꎬ

１ꎬ１１ꎬ２１ꎬ４ꎬ１４ꎬ２４ꎬ７ꎬ１７ꎬ２７ꎬ２８ꎬ３８ꎬ４８ꎬ３１ꎬ４１ꎬ５１ꎬ３４ꎬ４４ꎬ５４ꎬ
２８ꎬ３８ꎬ４８ꎬ３１ꎬ４１ꎬ５１ꎬ３４ꎬ４４ꎬ５４ꎬ２８ꎬ３８ꎬ４８ꎬ３１ꎬ４１ꎬ５１ꎬ３４ꎬ４４ꎬ５４ꎬ
５５ꎬ６５ꎬ７５ꎬ５８ꎬ６８ꎬ７８ꎬ６１ꎬ７１ꎬ８１ꎬ５５ꎬ６５ꎬ７５ꎬ５８ꎬ６８ꎬ７８ꎬ６１ꎬ７１ꎬ８１ꎬ
５５ꎬ６５ꎬ７５ꎬ５８ꎬ６８ꎬ７８ꎬ６１ꎬ７１ꎬ８１] .

ｘ３( ｔ＋１)＝ ＭｎＬｘ１( ｔ)ｘ２( ｔ)
＝ ＭｎＬ( Ｉ９⊗ＪＴ

９ )ｘ( ｔ):＝Ｍ３ｘ( ｔ) . (３９)
ｘ－３( ｔ＋１)＝ ( Ｉ９⊗ＪＴ

３⊗Ｉ３)ｘ( ｔ)
:＝Ｈ３ｘ( ｔ) . (４０)

ｘ( ｔ＋１)＝ Ｗ[３ꎬ９] ｘ３( ｔ＋１)ｘ－３( ｔ＋１)
＝ Ｗ[３ꎬ９](Ｍ３∗Ｈ３)ｘ( ｔ):＝Ψ３ｘ( ｔ)ꎬ (４１)

ｗｈｅｒｅ Ψ３ ｉｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｓ
Ψ３ ＝ δ８１[７ꎬ８ꎬ９ꎬ７ꎬ８ꎬ９ꎬ７ꎬ８ꎬ９ꎬ１６ꎬ１７ꎬ１８ꎬ１６ꎬ１７ꎬ１８ꎬ１６ꎬ１７ꎬ１８ꎬ

２２ꎬ２３ꎬ２４ꎬ２２ꎬ２３ꎬ２４ꎬ２２ꎬ２３ꎬ２４ꎬ３４ꎬ３５ꎬ３６ꎬ３４ꎬ３５ꎬ３６ꎬ３４ꎬ３５ꎬ３６ꎬ
４０ꎬ４１ꎬ４２ꎬ４０ꎬ４１ꎬ４２ꎬ４０ꎬ４１ꎬ４２ꎬ４６ꎬ４７ꎬ４８ꎬ４６ꎬ４７ꎬ４８ꎬ４６ꎬ４７ꎬ４８ꎬ
５８ꎬ５９ꎬ６０ꎬ５８ꎬ５９ꎬ６０ꎬ５８ꎬ５９ꎬ６０ꎬ６４ꎬ６５ꎬ６６ꎬ６４ꎬ６５ꎬ６６ꎬ６４ꎬ６５ꎬ６６ꎬ
７３ꎬ７４ꎬ７５ꎬ７３ꎬ７４ꎬ７５ꎬ７３ꎬ７４ꎬ７５] .
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ｘ４( ｔ＋１)＝ ＝¬ ｘ１( ｔ)＝ Ｍｎ( Ｉ３⊗ＪＴ
２７)ｘ( ｔ)

:＝Ｍ４ｘ( ｔ) . (４２)
ｘ－４( ｔ＋１)＝ ( Ｉ２７⊗ＪＴ

３ )ｘ( ｔ)
:＝Ｈ４ｘ( ｔ) . (４３)

ｘ( ｔ＋１)＝ ｘ－４( ｔ＋１)ｘ４( ｔ＋１)
＝ (Ｈ４∗Ｍ４)ｘ( ｔ):＝Ψ４ｘ( ｔ)ꎬ (４４)

ｗｈｅｒｅ Ψ４ ｉｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｓ
Ψ４ ＝ δ８１[３ꎬ３ꎬ３ꎬ６ꎬ６ꎬ６ꎬ９ꎬ９ꎬ９ꎬ１２ꎬ１２ꎬ１２ꎬ１５ꎬ１５ꎬ１５ꎬ１８ꎬ１８ꎬ１８ꎬ

２１ꎬ２１ꎬ２１ꎬ２４ꎬ２４ꎬ２４ꎬ２７ꎬ２７ꎬ２７ꎬ２９ꎬ２９ꎬ２９ꎬ３２ꎬ３２ꎬ３２ꎬ３５ꎬ３５ꎬ３５ꎬ
３８ꎬ３８ꎬ３８ꎬ４１ꎬ４１ꎬ４１ꎬ４４ꎬ４４ꎬ４４ꎬ４７ꎬ４７ꎬ４７ꎬ５０ꎬ５０ꎬ５０ꎬ５３ꎬ５３ꎬ５３ꎬ
５５ꎬ５５ꎬ５５ꎬ５８ꎬ５８ꎬ５８ꎬ６１ꎬ６１ꎬ６１ꎬ６４ꎬ６４ꎬ６４ꎬ６７ꎬ６７ꎬ６７ꎬ７０ꎬ７０ꎬ７０ꎬ
７３ꎬ７３ꎬ７３ꎬ７６ꎬ７６ꎬ７６ꎬ７９ꎬ７９ꎬ７９] .

　 Ｎｏｔｅ ｔｈａｔ (３５)ꎬ (３８)ꎬ (４１)ꎬ ａｎｄ (４４) ａｒｅ ＵＰＥＥｓ ｏｆ ｐｌａｙｅｒｓ １ꎬ２ꎬ３ꎬ ａｎｄ ４ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ. Ｓｅｔｔｉｎｇ Ｈ ＝Ψ１∧
Ψ２∧Ψ３∧Ψ４ꎬ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈａｔ

ｔｒａｃｅ(Ｈ)＝ １ꎬ
ａｎｄ Ｃｏｌ４１(Ｈ)＝ δ４１

８１ꎬ ｈｅｎｃｅ ｔｈｅ ｏｎｌｙ ｐｕｒｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｉｓ
δ４１
８１ ~ (δ２

３ꎬδ２
３ꎬδ２

３)ꎬ
ｗｈｉｃｈ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｓ ｔｏ (ＵꎬＵꎬＵ) .

Ｆｉｇ.２　 ＮＥＧ ｏｆ ｐｕｂｌｉｃ ｏｐｉｎｉｏｎ

５　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

　 Ｇｒａｐｈ￣ｂａｓｅｄ ＮＥＧｓ ｗｅｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ. Ｆｉｒｓｔꎬ ｕｓｉｎｇ ＳＴＰꎬ ｔｈｅ ＰＥＥｓ ｆｏｒ ｔｙｐｉｃａｌ ｎｏｄｅｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ａｓ ｂｒｉｃｋｓ.
Ｔｈｅｎ ａｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｏ ａｓｓｅｍｂｌｅ ａｌｌ “ｂｒｉｃｋｓ” ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｔｏ ｆｏｒｍ ｔｈｅ ＰＥＥ ｏｆ ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ＮＥＧ. Ｕｓｉｎｇ
ＰＥＥꎬ ｍａｉｎ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ＮＥＧꎬ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｃｙｃｌｅｓꎬ ｗｅｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ. Ｓｅｃｏｎｄꎬ ｔｈｅ
ＵＰＥＥ ｆｏｒ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ｐｌａｙｅｒ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅｍ ｆｏｒ ａｌｌ ｐｌａｙｅｒｓ
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ. Ｕｓｉｎｇ ＵＰＥＥꎬ ａ ｆｏｒｍｕｌａ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ Ｎａｓｈ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ(ｓ) ｏｆ ＮＥＧｓ.
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