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正倒向随机最优控制问题的最大值原理:
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摘要:本文是一篇关于正倒向随机最优控制问题研究进展的综述论文ꎮ 近 ３０ 年来ꎬ正倒向随机控制系统的各种理论与应

用研究得到了迅猛发展ꎬ取得了大量原创性科研成果ꎬ吸引了大批国际同行跟进研究ꎮ 限于论文篇幅和作者意图ꎬ本文仅

仅聚焦于正倒向随机最优控制问题的最大值原理这一主题ꎬ概述其最新研究进展及其在求解线性二次最优控制问题中的

简单应用ꎮ
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１　 引言

线性倒向随机系统产生于正向随机系统最优控制问题的研究过程[１]ꎬ是变分方程的对偶ꎬ它与状态方

程通过最大值条件耦合ꎬ构成一类正倒向随机系统ꎬ其最具代表性的数学结构是

ｄｘ( ｔ)＝ ｂ( ｔꎬωꎬｘ( ｔ))ｄｔ＋σ( ｔꎬωꎬｘ( ｔ))ｄＷｔꎬ
－ｄｙ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬωꎬｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｚ( ｔ))ｄｔ－ｚ( ｔ)ｄＷｔꎬ
ｘ(０)＝ ａꎬ ｙ(Ｔ)＝ Φ(ｘ(Ｔ))ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

该系统具有完美的动态结构和良好的数学性质ꎬ系数 ｂꎬσꎬ ｆ 和 Φ 在非常宽泛的条件下即存在唯一解

(ｘ()ꎬｙ()ꎬｚ())ꎬ其中 ｚ()起着保证(ｘ()ꎬｙ()ꎬｚ())具有适应性的重要作用ꎬ体现了该系统与正向

随机系统在数学结构上的本质不同[２￣１０]ꎮ 该系统的最优控制和最优滤波除了在控制理论领域具有重要的科

学价值外ꎬ还在金融经济领域具有广阔的应用背景ꎮ 这可从 Ｗａｎｇ 和 Ｗｕ[１１] 列举的例子中窥斑见豹ꎮ 具体

地ꎬ令某一资产的内在价值过程满足

ｄｘ( ｔ)＝ [ａ＋ｂｘ( ｔ)＋ｇ(π( ｔ))]ｄｔ＋δｄＷｔꎬ

ｘ(０)＝ ｘ∈Ｒꎬ{
这里 ａꎬｂ 和 δ 是常数ꎬｇ()是确定性函数ꎬＷ是标准布朗运动ꎬπ()是经济因子ꎬ可以包括红利率、税率等ꎮ
假设投资者的消费率为 ｃ()ꎬ终端回报为 Φ(ｘ(Ｔ))ꎮ 根据倒向随机系统理论ꎬ投资者关于 ｃ()的递归效

用 ｙ()满足

－ｄｙ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｙ( ｔ)ꎬｚ( ｔ)ꎬｃ( ｔ))ｄｔ－ｚ( ｔ)ｄＷｔꎬ
ｙ(Ｔ)＝ Φ(ｘ(Ｔ))ꎬ{

其中 ｆ()和 Φ()是满足某些条件的确定性函数ꎮ 假定投资者的目标是找到一对 Ｆｔ￣适应的过程(ｃ()ꎬ
π())使得

ｙｃꎬπ(０)＝ ｓｕｐ
(ｃ()ꎬπ())

ｙ(０)ꎮ

这就构成了一类完全信息下由正倒向随机系统驱动的最优控制问题ꎬ简称完全信息下的正倒向随机最优控

制问题ꎮ
事实上ꎬ资产的内在价值过程往往不可直接观测ꎬ但可通过其价格过程

ｄＳ( ｔ)＝ Ｓ( ｔ)[ｈ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬπ( ｔ))ｄｔ＋σｄＶ ｔ]
被部分地观测到ꎬ其中 σ 是常数ꎬｈ()是确定性函数ꎬＶ()是与 Ｗ()独立的标准布朗运动ꎮ 令 Ｙ()＝
ｌｏｇ Ｓ()ꎬ由伊藤公式可得

ｄＹ( ｔ)＝ ｈ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬπ( ｔ))－ １
２
σ２é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ＋σｄＶ ｔꎮ

如果记 Ｙｔ ＝σ{Ｙ(ｓ):０≤ｓ≤ｔ}ꎬ那么上述问题就变成了找到一对 Ｙｔ￣适应的过程(ｃ()ꎬπ())使得 ｙ(０)取
上确界ꎬ这就是一类部分(可观测)信息下的正倒向随机最优控制问题ꎮ

众所周知ꎬ最大值原理是求解最优控制的最重要研究工具之一ꎮ 对于正向随机最优控制问题ꎬＰｅｎｇ[１２]

通过二阶变分技术和二阶伴随方程ꎬ创造性地给出了一般最大值原理ꎬ也被后世尊称为 Ｐｅｎｇ 最大值原理ꎮ
对于正倒向随机最优控制问题ꎬＰｅｎｇ[１３] 首次研究了控制域为凸的情形ꎬ得到了最大值原理ꎮ Ｘｕ[１４] 研究了

Ｐｅｎｇ[１３]的简化模型ꎬ在正向系统不含控制变量且控制域非凸的假定下得到了最大值原理ꎮ Ｗｕ[１５]给出了状
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态完全耦合且控制域为凸情形下的最大值原理ꎮ １９９９ 年ꎬＰｅｎｇ[１６]提出了一个问题:怎样在控制域非凸且倒

向生成元依赖于 ｚ 的情形下获得一般最大值原理? 如何回答该问题一直是困扰学术界的公开难题ꎮ 直到

２０１３ 年ꎬＷｕ[１７]打破常规ꎬ提出嵌入方法ꎬ获得了一般最大值原理ꎬ回答了 Ｐｅｎｇ 的公开问题ꎮ 稍后ꎬＨｕ[１８] 用

对偶法重解了这个问题ꎮ 动态规划原理是求解最优控制的另一个重要工具ꎬ关于其在正倒向随机控制系统

框架下的进展ꎬ请参见 Ｗｕ 和 Ｙｕ[１９]以及 ＮｉｅꎬＳｈｉ 和 Ｗｕ[２０]ꎮ
仔细观察不难发现ꎬ上述文献基本上都假设决策者能获得控制系统的所有信息ꎬ也即决策者可以完全观

测到状态方程的噪声函数ꎮ 事实上ꎬ由于受到外部噪声干扰ꎬ决策者在大多数情况下只能得到部分信息ꎬ因
此ꎬ研究部分信息下的正倒向随机系统最优控制问题同样具有重要的理论价值和现实意义ꎮ 与研究完全信

息下的最优控制问题不同ꎬ这里遇到的一个额外的研究困难是ꎬ状态方程通常不具有高斯性ꎬ导致传统分离

原理[２１]不再适用于将原问题转化为完全信息下的最优控制问题ꎬ从而无法得到最优控制ꎬ因此ꎬ迫切需要改

变思维方式ꎬ提出新的、有效的转发求解方法ꎮ ２００８ 年ꎬ受 Ｌｉ 和 Ｔａｎｇ[２２]ꎬＴａｎｇ[２３]启发ꎬＷａｎｇ 和 Ｗｕ[２４]提出

了倒向分离方法ꎬ得到了一类正倒向随机系统的最优滤波器ꎬ解决了一类正向线性二次最优控制问题ꎮ 倒向

分离方法的工作原理是ꎬ先通过最大值原理形式推出最优控制ꎬ然后借助正倒向随机系统的最优滤波

器[２５￣２６]计算 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 系统的最优滤波ꎬ从而可适用于转化求解一大类非高斯系统驱动的最优控制问题ꎬ
且避免了无穷维空间中繁杂的随机优化运算ꎮ 例如:对于正倒向随机系统这类典型非高斯系统驱动的最优

控制问题ꎬ综合运用倒向分离方法和变分法ꎬＷｕ[２７]在正向扩散系数包含控制变量且控制域为凸的情形下得

到了最大值原理ꎻＷａｎｇ 和 Ｗｕ[１１]在正向扩散系数不含控制变量且控制域非凸的情形下得到了最大值原理ꎻ
ＷａｎｇꎬＷｕ 和 Ｘｉｏｎｇ[２８]在状态和观测具有相关噪声且控制域为凸的情形下得到了最大值原理ꎮ 对于部分可

观测的线性二次正倒向随机最优控制问题ꎬＷａｎｇꎬＷｕ 和 Ｘｉｏｎｇ[２９]综合运用倒向分离方法和分解技术ꎬ求出

了解析的最优控制ꎮ
本文其他章节的安排如下:第 ２ 节介绍一类完全信息下的正倒向随机最优控制问题ꎬ通过嵌入方法ꎬ给

出了一般最大值原理ꎮ 第 ３ 节概述部分信息下正倒向随机控制问题的最大值原理ꎮ 第 ４ 节简述部分可观测

正倒向线性二次最优控制问题的求解ꎮ 第 ５ 节列出总结与展望ꎮ
符号说明ꎮ Ｒｎ 表示 ｎ￣维欧几里得空间ꎬ ｜｜表示矩阵所有分量平方和的平方根ꎮ‹ꎬ›表示欧几里得空

间中任意两个向量的内积ꎮ ｔｒ 表示矩阵的迹ꎮ 上标 ⊥表示矩阵或者向量的转置ꎮ 令 Ｔ 是固定常数ꎬ(ΩꎬＦꎬ

(Ｆ ) ０≤ｔ≤ＴꎬＰ)是完备概率空间ꎬ(Ｗ)是定义在该空间上的 Ｒ￣值标准布朗运动ꎬＦｔ 是自然信息流ꎬＦ ＝ＦＴꎮ 如

果{Ｆｔ} ０≤ｔ≤Ｔ￣适应的随机过程 ｇ():[０ꎬＴ]×Ω→Ｒｎ 满足ＥＥ∫Ｔ
０
｜ ｇ( ｔ) ｜ ２ｄｔ<∞ ꎬ记 ｇ()∈Ｌ２

Ｆ (０ꎬＴꎻＲｎ)ꎮ 如果 ＦＴ

可测的随机变量 ξ:Ω→Ｒｎ 满足 ＥＥ ξ２<∞ ꎬ记 ξ∈Ｌ２
Ｆ Ｔ
(ΩꎬＲｎ)ꎮ 如果 ｇ():[０ꎬＴ]→Ｒ 是连续函数ꎬ记 ｇ()∈

Ｃ(０ꎬＴꎻＲ)ꎮ

２　 完全信息下正倒向随机系统的最大值原理

考虑受控的正倒向随机系统

ｄｘ( ｔ)＝ ｂ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ＋σ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄＷｔꎬ
－ｄｙ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｚ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ－ｚ( ｔ)ｄＷｔꎬ
ｘ(０)＝ ａꎬ ｙ(Ｔ)＝ Φ(ｘ(Ｔ))ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

其中(ｘ()ꎬｙ()ꎬｚ())∈Ｒｎ×Ｒｍ×Ｒｍ 是(１)的解ꎬｖ()是控制变量ꎬｂꎬσꎬｆꎬΦ 是合适维数的泛函ꎮ 令 Ｕ 是

Ｒｋ 的一个非空子集ꎬ不必凸ꎮ 控制变量 ｖ()称为容许的ꎬ如果 ｖ( ｔ)是一个取值于 Ｕ 的 Ｆｔ￣适应的过程且满

足 ｓｕｐ０≤ｔ≤ＴＥＥ ｜ ｖ(ｔ) ｜ ι≤∞ꎬ ∀ι＝１ꎬ２ꎬ所有容许控制变量的全体记为 Ｕａｄꎮ ∀ｖ()∈Ｕａｄꎬ引入代价泛函

Ｊ (ｖ()) ＝ＥＥ ∫Ｔ
０
ｌ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｚ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ ＋ｇ(ｘ(Ｔ)) ＋γ(ｙ(０))[ ] ꎬ (２)

其中 ｌꎬｇ 和 γ 是合适维数的泛函ꎬ它们满足

假设 １　 ｆꎬｂꎬσꎬΦꎬｌꎬｇ 和 γ 关于(ｘꎬｙꎬｚ)二次连续可微ꎮ ｆꎬｂꎬσꎬΦ 关于(ｘꎬｙꎬｚ)的一阶和二阶导数有界ꎮ
ｆꎬｂꎬσꎬΦꎬｌｘꎬｌｙꎬｌｚꎬｇｘ 和 γｙ 关于(ｘꎬｙꎬｚꎬｖ)线性增长ꎬ关于(ｔꎬｖ)连续ꎮ ｌｘｘꎬｌｘｙꎬｌｘｚꎬｌｙｚꎬｌｙｙꎬｌｚｚꎬｈｘｘ和 γｙｙ有界ꎮ
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问题 (Ａ) 　 找到一个 ｖ∗()∈Ｕａｄ使得代价泛函(２)最小化ꎮ
如果存在这样的 ｖ∗()ꎬ那么称其为最优控制ꎬ称相应的(ｘ∗()ꎬｙ∗()ꎬｚ∗())为最优状态轨迹ꎮ
推导问题(Ａ)的最大值原理的通常做法是ꎬ针对倒向随机系统ꎬ找到合适的二阶伴随方程ꎬ然而这个倒

向系统十分复杂ꎬ国际同行寻找多年未果ꎮ ２０１３ 年ꎬ受 Ｋｏｈｌｍａｎｎ 和 Ｚｈｏｕ[３０]和 Ｌｉｍ 和 Ｚｈｏｕ[３１]启发ꎬＷｕ[１７]

打破常规ꎬ提出嵌入方法ꎬ巧妙规避了难以找到合适伴随方程所导致的技术障碍ꎬ建立了一般最大值原理ꎬ从
而回答了前文提到的 Ｐｅｎｇ 公开问题ꎮ 具体求解过程概述如下ꎮ

引入辅助

问题 (Ｂ) 　 找到一个由 ｙ０∈Ｒｍꎬ ｕ()∈Ｌ２
Ｆ (０ꎬＴꎻＲｍ)ꎬ ｖ()∈Ｕａｄ构成的三元组ꎬ使其最小化

Ｊ(ｙ０ꎬｕ()ꎬｖ())＝ＥＥ ∫Ｔ
０
ｌ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ ＋ｇ(ｘ(Ｔ)) ＋γ(ｙ０))[ ] ꎬ

其中(ｘ()ꎬｙ()ꎬｚ())满足正向随机控制系统

ｄｘ( ｔ)＝ ｂ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ＋σ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄＷｔꎬ
－ｄｙ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｕ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ－ｕ( ｔ)ｄＷｔꎬ
ｘ(０)＝ ａꎬ ｙ(０)＝ ｙ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３)

和最优状态约束 ＥＥ ｜ ｙ(Ｔ)－Φ(ｘ(Ｔ)) ｜ ２ ＝ ０ꎮ
显然ꎬ问题(Ａ)已被嵌入到问题(Ｂ)ꎬ而问题(Ｂ)属于一类带状态约束的正向随机最优控制问题ꎬ采用

Ｐｅｎｇ[１２]介绍的二阶变分技术ꎬ即可推出其最优控制(ｙ∗
０ ꎬｕ∗()ꎬｖ∗())满足的一般最大值原理ꎬ从而得到

问题(Ａ)的最优控制 ｖ∗()满足的一般最大值原理ꎮ 故此只需研究问题(Ｂ)的一般最大值原理即可ꎮ
∀ｕ()ꎬｖ()∈Ｕａｄ或Ｌ２

Ｆ (０ꎬＴ ꎻＲｍ)ꎬ定义 Ｕａｄ和Ｌ２
Ｆ (０ꎬＴꎻＲｍ)中的距离为

ｄ(ｕ()ꎬｖ())＝ ＥＥ [ｍｅｓ{ ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ ｕ( ｔ)≠ｖ( ｔ)}]ꎬ
其中 ｍｅｓ 表示 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度ꎮ 易证(Ｌ２

Ｆ (０ꎬＴꎻＲｍ)ꎬｄ(ꎬ))和(Ｕａｄꎬｄ(ꎬ))都是完备距离空间ꎮ 假设

(ｙ∗
０ ꎬｕ∗()ꎬｖ∗())是问题(Ｂ)的最优控制ꎬ(ｘ∗()ꎬｙ∗())是(３)中相应的最优状态轨迹ꎬ满足 ｙ∗(Ｔ)＝

Φ(ｘ∗(Ｔ))ꎮ 易证∀ｙ０∈Ｒｍꎬ ｕ()∈Ｌ２
Ｆ (０ꎬＴꎻＲｍ)ꎬｖ()∈Ｕａｄꎬ

Ｊ (ｙ∗
０ ꎬｕ∗()ꎬｖ∗())≤Ｊ (ｙ０ꎬｕ()ꎬｖ())ꎮ

记(ｘｖ()ꎬｙｖ())是相应于(３)的解ꎮ 注意(ｘｖ()ꎬｙｖ())不一定满足 ｙｖ(Ｔ)＝ Φ(ｘｖ(Ｔ))ꎮ 定义新的代价

泛函

Ｊρ(ｙ０ꎬｕ()ꎬｖ())＝ {[Ｊ (ｙ０ꎬｕ()ꎬｖ())－Ｊ (ｙ∗
０ ꎬｕ∗()ꎬｖ∗())＋ρ] ２ꎬ

＋[ＥＥ ｜ ｙｖ(Ｔ)－Φ(ｘｖ(Ｔ)) ｜ ２] ２}
１
２ ꎬ (４)

其中 ρ>０ 是常数ꎮ 显然ꎬ(３)和(４)构成一类状态不受约束的随机最优控制问题ꎬ简记为问题(Ｃ)ꎮ 接下来

利用 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理ꎬ可得到所需的一般最大值原理ꎮ 具体推导细节从略ꎮ
引入 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 函数

Ｈ( ｔꎬｘꎬｙꎬｕꎬｖꎬｐꎬｑꎬｋꎬｒꎬθ)＝ ‹ｐꎬｂ( ｔꎬｘꎬｖ)›－‹ｑꎬ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｕꎬｖ)›
＋‹ｋꎬσ( ｔꎬｘꎬｖ)›＋‹ｒꎬｕ›＋θｌ( ｔꎬｘꎬｙꎬｕꎬｖ)

和 ４ 个伴随方程

－ｄｐ( ｔ)＝ [ｂｘ ｐ( ｔ)－ｆ ｘ ｑ( ｔ)＋σｘ ｋ( ｔ)＋θｌｘ]ｄｔ－ｋ( ｔ)ｄＷｔꎬ

ｄｑ( ｔ)＝ [ ｆ ｙ ｑ( ｔ)－θｌｙ]ｄｔ＋ｒ( ｔ)ｄＷｔꎬ

ｐ(Ｔ)＝ θｇｘ(ｘ∗(Ｔ))ꎬｑ(Ｔ)＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(５)

ｄＰ２( ｔ)＝ [Ｐ２( ｔ) ｆｙ＋ｆ ｙ Ｐ２( ｔ)－Ｈｙｙ]ｄｔ＋Ｑ２( ｔ)ｄＷｔꎬ
Ｐ２(Ｔ)＝ ２θＴＩｍꎬ

{ (６)

ｄＰ３( ｔ)＝ [Ｐ３( ｔ) ｆｙ－Ｐ３( ｔ)ｇｘ＋２ｆ ｘ Ｐ２( ｔ)－σｘ Ｑ３( ｔ)－Ｈｘｙ]ｄｔ＋Ｑ３( ｔ)ｄＷｔꎬ
Ｐ３(Ｔ)＝ ０ꎬ{ (７)

－ｄＰ１( ｔ)＝ [ｂｘ Ｐ１( ｔ)＋Ｐ１( ｔ)ｂｘ＋σｘ Ｐ１( ｔ)σｘ＋σｘ Ｑ１( ｔ)＋Ｑ１( ｔ)σｘ－Ｐ３( ｔ) ｆｘ＋Ｈｘｘ]ｄｔ－Ｑ１( ｔ)ｄＷｔꎬ

Ｐ１(Ｔ)＝ θｇｘｘ＋２θＴΦｘ (ｘ∗(Ｔ))Φｘ(ｘ∗(Ｔ))ꎬ{ (８)
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其中 ϕｘ ＝ϕｘ( ｔꎬｘ∗( ｔ)ꎬｖ∗( ｔ))ꎬ φ ＝φｘ( ｔꎬｘ∗( ｔ)ꎬｙ∗( ｔ)ꎬｚ∗( ｔ)ꎬｖ∗( ｔ))ꎬ ϕ ＝ ｂꎬσꎬｇｘꎬσｘꎬ φ ＝ ｆꎬ ｆｘꎬ ｆｙꎬｌꎬｌｘꎬｌｙꎮ
Ｌ＝Ｌ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｚ∗( ｔ)ꎬｖ∗ꎬｐ( ｔ)ꎬｑ( ｔ)ꎬｋ( ｔ)ꎬｒ( ｔ)ꎬθ)ꎬ Ｌ＝ＨｘｘꎬＨｙｙꎬＨｘｙꎮ

定理 １　 在假设 １ 下ꎬ若(ｖ∗()ꎬｘ∗()ꎬｙ∗()ꎬｚ∗())是问题(Ａ)的最优解且 ｙ∗
０ ＝ ｙ∗(０)ꎬ则存在两

个参数 θ 和 θＴ 满足 θ２＋θ２
Ｔ ＝ １ꎬ θ≥０ꎬ θＴ≥０ꎬ使得∀ｙ０∈Ｒｍꎬ ｕ∈Ｒｍ和 ｖ∈Ｕꎬ有

Ｈ(τꎬｘ∗(τ)ꎬｙ∗(τ)ꎬｕꎬｖꎬｐ(τ)ꎬｑ(τ)ꎬｋ(τ)－Ｐ１(τ)σ(τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ))

－Ｐ３(τ)ｕ∗(τ)ꎬｒ(τ)－Ｐ２(τ)ｕ∗(τ)－Ｐ３ (τ)σ(τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ)ꎬθ)

＋ １
２
ｔｒ[σ(τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ))σ (τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ))Ｐ１(τ)]＋

１
２
ｔｒ[ｕ(τ)ｕ (τ)Ｐ２(τ)]

＋ １
２
ｔｒ[σ (τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ))Ｐ３(τ)ｕ(τ)]＋‹θγｙ(ｙ∗

０ )ꎬｙ０›＋‹ｑ(０)ꎬｙ０›

≥Ｈ(τꎬｘ∗(τ)ꎬｙ∗(τ)ꎬｕ∗(τ)ꎬｖ∗(τ)ꎬｐ(τ)ꎬｑ(τ)ꎬｋ(τ)－Ｐ１(τ)σ(τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ))

－Ｐ３(τ)ｕ∗(τ)ꎬｒ(τ)－Ｐ２(τ)ｕ∗(τ)－Ｐ３ (τ)σ(τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ)ꎬθ)

＋ １
２
ｔｒ[σ(τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ))σ (τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ))Ｐ１(τ)]＋

１
２
ｔｒ[ｕ∗(τ)(ｕ∗(τ)) Ｐ２(τ)]

＋ １
２
ｔｒ[σ (τꎬｘ∗(τ)ꎬｖ∗(τ))Ｐ３(τ)ｕ (τ)]＋‹θγｙ(ｙ∗

０ )ꎬｙ０ ›＋‹ｑ(０)ꎬｙ∗
０ ›ꎬ

其中(ｐ()ꎬｋ()ꎬｑ())ꎬ(Ｐ１()ꎬＱ１())ꎬ(Ｐ２()ꎬＱ２())和(Ｐ３()ꎬＱ３())是(５)—(８)的解ꎮ
特别地ꎬ若只考虑正向系统ꎬ即 Φ＝ ｆ＝ ｙ()＝ ｚ()＝ γ()≡０ 的情形ꎬ令 θＴ ＝ ０ 和 θ＝ １ꎬ则 ｑ()＝ ｒ()＝

Ｐ２()＝ Ｑ２()＝ Ｐ３()＝ ０＝Ｑ３()＝ ０ꎬ定理 １ 即为 Ｐｅｎｇ[１２]获得的一般最大值原理ꎮ 若考虑正倒向系统且正

向扩散系数不含控制ꎬ即 σ( ｔꎬｘꎬｖ)＝ σ( ｔꎬｘ)ꎬ令 θＴ ＝ ０ꎬ θ ＝ １ꎬ ｑ(０)＝ －γｙ(ｙ∗
０ )ꎬ ｒ( ｔ)＝ ｆ ｚ ( ｔꎬｘ∗( ｔ)ꎬｙ∗( ｔ)ꎬ

ｚ∗( ｔ)ꎬｖ∗( ｔ))ｑ( ｔ)－ｌｚ( ｔꎬｘ∗( ｔ)ꎬｙ∗( ｔ)ꎬｚ∗( ｔ)ꎬｖ∗( ｔ))ꎬ ０≤ｔ≤Ｔꎬ定理 １ 即为 Ｘｕ[１４]的情形ꎮ 类似ꎬ如果控制

域是凸的且 σ 包含 ｖꎬ则定理 １ 即为 Ｐｅｎｇ[１３]的结果ꎮ
以上内容主要取自 Ｗｕ[１７]ꎮ 关于最大值原理的其他进展ꎬ请参见[３２￣３４]ꎮ

３　 部分信息下正倒向随机系统的最大值原理

今后的两节仅考虑一维控制系统ꎬ多维的情况可类似处理ꎮ 假设(ＷꎬＹ())是取值于 Ｒ２ 的标准布朗

运动ꎮ 记{Ｆ Ｗ
ｔ } ０≤ｔ≤Ｔ和{Ｙｔ} ０≤ｔ≤Ｔ分别为由 Ｗ和 Ｙ()生成的信息流ꎬＰＷ 和 ＰＹ 分别是 Ｃ(０ꎬＴꎻＲ)上的概率

测度ꎮ 令 Ω＝Ｃ(０ꎬＴꎻＲ)×Ｃ(０ꎬＴꎻＲ)ꎬ Ｆｔ ＝Ｆ Ｗ
ｔ ⊗Ｙｔꎬ Ｐ＝ＰＷ×ＰＹꎮ

考虑受控的正倒向随机系统

ｄｘ( ｔ)＝ ｂ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ＋σ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄＷｔ＋σ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄＷ ｖ
ｔ ꎬ

－ｄｙ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｚ( ｔ)ꎬｚ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ－ｚ( ｔ)ｄＷｔ－ｚ( ｔ)ｄＷ ｖ
ｔ ꎬ

ｘ(０)＝ ａꎬ ｙ(Ｔ)＝ Φ(ｘ(Ｔ))ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(９)

其中 ｖ()是取值于凸集 Ｕ⊆Ｒ 的控制变量ꎬ(ｘ()ꎬｙ()ꎬｚ()ꎬｚ())∈Ｒ×Ｒ×Ｒ×Ｒ 是状态过程ꎮ Ｗ ｖ
是依

赖于 ｖ 的随机过程ꎬｂꎬσꎬσꎬ ｆ 和 Φ 是合适维数的泛函ꎮ 假设(ｘ()ꎬｙ()ꎬｚ())不能被直接观测到ꎬ所能观

测到的是与之相关的过程 Ｙ()ꎬ它满足

ｄＹ( ｔ)＝ ｈ( ｔꎬｘ( ｔ))ｄｔ＋ｄＷ ｖ
ｔ ꎬ

Ｙ(０)＝ ０ꎬ{ (１０)

其中 ｈ 是合适维数的泛函ꎮ 控制变量 ｖ():[０ꎬＴ] ×Ｃ(０ꎬＴꎻＲ)→Ｕ 称为容许的ꎬ如果 ｖ( ｔ)是 Ｙｔ￣适应的过

程且满足 ｓｕｐ０≤ｔ≤ＴＥＥ ｜ ｖ( ｔ) ｜ ８<∞ ꎮ 所有容许控制变量的集合记为 Ｕａｄꎮ
假设 ２　 ｂꎬσꎬσꎬΦꎬｆ 和 ｈ 关于(ｘꎬｖ)ꎬ(ｘꎬｙꎬｚꎬｚꎬｖ)和 ｘ 连续可微ꎬ偏导数 ｂｘꎬｂｖꎬσｘꎬσｖꎬσｘꎬσｖꎬｈｘꎬ ｆｘꎬ ｆｙꎬ

ｆｚꎬ ｆｚꎬ ｆｖ 和 Φｘ 一致有界ꎮ ∀( ｔꎬｘꎬｖ)∈[０ꎬＴ]×Ｒ×Ｕꎬ存在一个常数 Ｋꎬ使得 ｜ σ( ｔꎬｘꎬｖ) ｜ ＋ ｜ ｈ( ｔꎬｘ) ｜≤Ｋꎮ
将(１０)代入(９)可得
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ｄｘ( ｔ)＝ [ｂ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))－σ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｈ( ｔꎬｘ( ｔ))]ｄｔ
＋σ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄＷｔ＋σ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄＹ( ｔ)ꎬ

－ｄｙ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｚ( ｔ)ꎬｚ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ－ｚ( ｔ)ｄＷｔ－ｚ( ｔ)ｄＷ ｖ
ｔ ꎬ

ｘ(０)＝ ａꎬ ｙ(Ｔ)＝ Φ(ｘ(Ｔ))ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１１)

∀ｖ()∈Ｕａｄꎬ(１１)在假设 ２ 下存在唯一解(ｘｖ()ꎬｙｖ()ꎬｚｖ()ꎬｚｖ())ꎮ
定义 ｄＰｖ ＝Ｚｖ( ｔ)ｄＰꎬ其中

ｄＺ ｖ( ｔ)＝ Ｚ ｖ( ｔ)ｈ( ｔꎬｘｖ( ｔ))ｄＹ( ｔ)ꎬ
Ｚ ｖ(０)＝ １ꎮ{ (１２)

根据 Ｇｉｒｓａｎｏｖ 定理及假设 ２ꎬＰｖ 是一个新概率ꎬ(ＷꎬＷ ｖ
)是一个定义在(ΩꎬＦꎬ{Ｆｔ} ０≤ｔ≤ＴꎬＰｖ)上的二维标准

布朗运动ꎮ
引入代价泛函

Ｊ(ｖ()))＝ＥＥ ｖ ∫Ｔ
０
ｌ( ｔꎬｘｖ( ｔ)ꎬｙｖ( ｔ)ꎬｚｖ( ｔ)ꎬｚｖ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ ＋ ｇ(ｘｖ(Ｔ)) ＋γ(ｙｖ(０))[ ] ꎬ (１３)

其中 ｌꎬｇ 和 γ 是合适维数的泛函ꎬＥＥ ｖ表示概率空间(ΩꎬＦꎬ(Ｆ ) ０≤ｔ≤ＴꎬＰｖ)上的数学期望ꎮ
假设 ３　 函数 ｌꎬｇ 和 γ 分别关于(ｘꎬｙꎬｚꎬｚ)ꎬｘ 和 ｙ 连续可微且满足

ＥＥ ｖ ∫Ｔ
０
ｌ( ｔꎬｘｖ( ｔ)ꎬｙｖ( ｔ)ꎬｚｖ( ｔ)ꎬｚｖ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ ＋ ｇ(ｘｖ(Ｔ)) ＋γ(ｙｖ(０))[ ] <∞ꎮ

问题 (Ｐ) 　 找到一个容许控制 ｕ()∈Ｕａｄ使其代价泛函(１３)最小化ꎮ
如果这样的 ｕ()存在ꎬ称之为问题(Ｐ)的最优控制ꎬ称相应的(１)的解为(ｘ()ꎬｙ()ꎬｚ()ꎬｚ())为最

优状态轨迹ꎮ 据此ꎬ简记 Ｗ()＝ Ｗ ｕ()ꎬＺ()＝ Ｚｕ()ꎮ 由 Ｂａｙｅｓ 公式ꎬ(１３)可改写为

Ｊ(ｖ()))＝ＥＥ ｖ ∫Ｔ
０
Ｚ ｖ( ｔ) ｌ( ｔꎬｘｖ( ｔ)ꎬｙｖ( ｔ)ꎬｚｖ( ｔ)ꎬｚｖ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))ｄｔ ＋ Ｚ ｖ(Ｔ)ｇ(ｘｖ(Ｔ)) ＋γ(ｙｖ(０))[ ] ꎮ (１４)

如前所述ꎬ传统分离原理不适用于处理该问题ꎬ然而倒向分离方法仍然有效ꎮ ＷａｎｇꎬＷｕ 和 Ｘｉｏｎｇ[２８] 综

合运用倒向分离方法和变分方法ꎬ得到了最大值原理ꎬ概述如下ꎮ
假设 ４　 (ⅰ) 对于使得 ｔ＋τ∈[０ꎬＴ]的任意 ｔꎬτ 和 Ｙｔ￣可测的有界随机变量 νꎬ构造控制变量 ｖ( ｓ)＝

νＩｔꎬｔ＋τ(ｓ)∈Ｕꎬ ｓ∈[０ꎬＴ]ꎮ
(ⅱ) 对于任意 Ｙｓ￣可测的有界随机过程 ｖ( ｓ)ꎬｓ∈[０ꎬＴ]ꎬ存在 ε>０ 使得∀ε∈(－εꎬε)ꎬ有 ｕ() ＋

εｖ()∈Ｕａｄ成立ꎮ
采用类似于第 ２ 节的记号ꎬ引入伴随方程

－ｄＰ( ｔ)＝ ｌｄｔ－Ｑ( ｔ)ｄＷｔ－Ｑ( ｔ)ｄＷｔꎬ
Ｐ(Ｔ)＝ ｇ(ｘ(Ｔ)){ (１５)

和

ｄｐ( ｔ)＝ [ ｆｙｐ( ｔ)－ｌｙ]ｄｔ＋[ ｆｚｐ( ｔ)－ｌｚ]ｄＷｔ

＋[( ｆｚ－ｈ)ｐ( ｔ)－ｌｚ]ｄＷｔꎬ

－ｄｑ( ｔ)＝ {[ｂｘ－σｈｘ]ｑ( ｔ)＋σｘｋ( ｔ)＋σｘ
ｋ( ｔ)

＋ｈｘ
Ｑ( ｔ)－ｆｘｐ( ｔ)＋ｌｘ]ｄｔ－ｋ( ｔ)ｄＷｔ－ｋ( ｔ)ｄＷｔꎬ

ｐ(０)＝ －γｙ(ｙ(０))ꎬ ｐ(Ｔ)＝ ｇｘ(ｘ(Ｔ))－Φｘ(ｘ(Ｔ))ｐ(Ｔ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１６)

这里引入(１５)的目的是用来对偶处理因(ｘ()ꎬｙ()ꎬｚ())部分可观测所导致的(１２)ꎬ此伴随方程在完全

信息下随机优化控制问题研究中是不需要的ꎮ
定理 ２ (最大值原理)　 在假设 ２ꎬ３ 和 ４ 下ꎬ如果 ｕ()是 Ｊ(ｖ())的局部最小值ꎬ且∀ｖ()∈Ｕａｄꎬ函数

ｇꎬｇｘ∈Ｌ２
Ｆ (ΩꎻＲ)ꎬｌꎬｌｘꎬｌｙꎬｌｚꎬｌｚꎬｌｖ∈Ｌ２

Ｆ (０ꎬＴꎻＲ)ꎬ(１５)和(１６)存在唯一解ꎬ那么 ｕ()满足

ＥＥ ｕ[Ｈｖ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚꎬｚꎬｕꎬｐꎬｑꎬｋꎬｋꎬＱꎬＱ) ｜Ｙｔ]≥０ꎬ
其中

Ｈ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚꎬｚꎬｖꎬｐꎬｑꎬｋꎬｋꎬＱꎬＱ)＝ ｂ( ｔꎬｘꎬｖ)ｑ＋σ( ｔꎬｘꎬｖ)ｋ＋σ( ｔꎬｘꎬｖ)ｋ＋ｈ( ｔꎬｘ)Ｑ
－( ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚꎬｚꎬｖ)－ｈ( ｔꎬｘ)ｚ)ｐ＋ｌ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚꎬｖ)ꎮ
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特别地ꎬ若(９)不含有 Ｗ ｖꎬ则定理 ２ 即为 Ｗｕ[２７]的结果ꎻ若 ｆ＝Φ＝ ０ꎬ则定理 ２ 退化为正向随机控制系统
的情形[２３ꎬ３６￣３７]ꎮ

以上内容主要取自 ＷａｎｇꎬＷｕ 和 Ｘｉｏｎｇ[２８]ꎮ 关于部分可观测正倒向随机最优控制的其他进展可参见文
献[３５]ꎮ

４　 部分观测线性二次最优控制问题

假设(ＷꎬＷ)是 Ｒ２ 中的标准布朗运动ꎬＦｔ ＝σ{ＷｓꎬＷｓꎻ ０≤ｓ≤ｔ}ꎮ ∀ｖ()∈Ｌ２
Ｆ (０ꎬＴꎻＲ)ꎬ介绍受控的

状态方程
ｄｘｖ( ｔ)＝ [ａ( ｔ)ｘｖ( ｔ)＋ｂ( ｔ)ｖ( ｔ)＋ｂ( ｔ)]ｄｔ＋ｃ( ｔ)ｄＷｔ＋ｃ( ｔ)ｄＷｔꎬ

－ｄｙｖ( ｔ)＝ [Ａ( ｔ)ｘｖ( ｔ)＋Ｂ( ｔ)ｙｖ( ｔ)＋Ｃ( ｔ)ｚｖ( ｔ)＋Ｃ( ｔ)ｚｖ( ｔ)
＋Ｄ( ｔ)ｖ( ｔ)＋Ｄ( ｔ)]ｄｔ－ｚｖ( ｔ)ｄＷｔ－ｚｖ( ｔ)ｄＷｔꎬ

ｘｖ(０)＝ ｅ０ꎬ ｙｖ(Ｔ)＝ Ｆｘｖ(Ｔ)＋Ｇꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１７)

观测方程
ｄＹ ｖ( ｔ)＝ [ ｆ( ｔ)ｘｖ( ｔ)＋ｇ( ｔ)]ｄｔ＋ｈ( ｔ)ｄＷｔꎬ

Ｙ ｖ(０)＝ ０ꎬ{ (１８)

和代价泛函

Ｊ(ｖ())＝ １
２

ＥＥ∫Ｔ
０
[Ｌ( ｔ)ｘｖ( ｔ) ２＋Ｒ( ｔ)ｖ( ｔ) ２＋２ｌ( ｔ)ｘｖ( ｔ)＋２ｏ( ｔ)ｙｖ( ｔ)

＋２ｒ( ｔ)ｖ( ｔ)]ｄｔ＋Ｍｘｖ(Ｔ) ２＋２ｍｘｖ(Ｔ)＋Ｎｙｖ(０) ２＋２ｎｙｖ(０)ꎬ (１９)
其中系数满足

假设 ５　 ａ()ꎬｂ()ꎬｂ()ꎬｃ()ꎬｃ()ꎬ ｆ()ꎬｇ()ꎬｈ()ꎬ１ / ｈ()ꎬＡ()ꎬＢ()ꎬＣ()ꎬＣ()ꎬＤ()和
Ｄ()都是一致有界的确定性函数ꎮ ｅ０ 和 Ｆ 是常数ꎬＧ∈Ｌ２

ＦＴ
(ΩꎻＲ)ꎮ

假设 ６　 Ｌ()≥０ꎬ Ｒ()>０ꎬ １ / Ｒ()ꎬｌ()ꎬｏ()和 ｒ()是一致有界的确定性函数ꎮ Ｍ≥０ꎬ Ｎ≥０ꎬｍ
和 ｎ 是常数ꎮ

问题 (ＬＱＣ) 　 找到一个 ｕ()∈Ｕａｄ最小化代价泛函(１９)ꎮ
如果这样的 ｕ()存在ꎬ称 ｕ()是最优控制ꎬ相应的( ｘｕ()ꎬｙｕ()ꎬｚｕ()ꎬｚｕ())是最优状态轨迹ꎬ

Ｙ ｕ()是最优观测ꎮ 简记(ｘ()ꎬｙ()ꎬｚ()ꎬｚ())＝ (ｘｕ()ꎬｙｕ()ꎬｚｕ()ꎬｚｕ())ꎬＹ()＝ Ｙ ｕ()ꎮ
问题(ＬＱＣ)看起来简单ꎬ但传统的分离原理和定理 ２ 都不适用ꎮ 另一个基本的研究困难是ꎬ观测数据

Ｙ ｖ和控制变量 ｖ()循环依赖ꎬ导致经典的变分法也不能直接应用ꎬ迫切需要给出新的求解技术ꎮ 受
Ｂｅｎｓｏｕｓｓａｎ[３７]启发ꎬＷａｎｇꎬＷｕ 和 Ｘｉｏｎｇ[２９] 提出一种分解转化技术ꎬ解耦了观测与控制之间的循环依赖ꎬ综
合运用倒向分离方法和 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程ꎬ给出了问题的解析结果ꎬ概述如下ꎮ

引入不受控的状态过程
ｄｘ０( ｔ)＝ ａ( ｔ)ｘ０( ｔ)ｄｔ＋ｃ( ｔ)ｄＷｔ＋ｃ( ｔ)ｄＷｔꎬ

－ｄｙ０( ｔ)＝ [Ａ( ｔ)ｘ０( ｔ)＋Ｂ( ｔ)ｙ０( ｔ)＋Ｃ( ｔ)ｚ０( ｔ)＋Ｃ( ｔ)ｚ０( ｔ)]ｄｔ
－ｚ０( ｔ)ｄＷｔ－ｚ０( ｔ)ｄＷｔꎬ

ｘ０(０)＝ ｅ０ꎬ ｙ０(Ｔ)＝ Ｆｘ０(Ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２０)

和观测方程
ｄＹ ０( ｔ)＝ ｆ( ｔ)ｘ０( ｔ)ｄｔ＋ｈ( ｔ)ｄＷｔꎬ

Ｙ ０(０)＝ ０ꎮ{ (２１)

∀ｖ()∈Ｌ２
Ｆ (０ꎬＴꎻＲ)ꎬ引入受控的状态方程和观测方程

ｘ̇１( ｔ)＝ ａ( ｔ)ｘ１( ｔ)＋ｂ( ｔ)ｖ( ｔ)＋ｂ( ｔ)ꎬ
－ｄｙ１( ｔ)＝ [Ａ( ｔ)ｘ１( ｔ)＋Ｂ( ｔ)ｙ１( ｔ)＋Ｃ( ｔ)ｚ１( ｔ)＋Ｃ( ｔ)ｚ１( ｔ)

＋Ｄ( ｔ)ｖ( ｔ)＋Ｄ( ｔ)]ｄｔ－ｚ１( ｔ)ｄＷｔ－ｚ１( ｔ)ｄＷｔꎬ

ｘ１(０)＝ ０ꎬ ｙ１(Ｔ)＝ Ｆｘ１(Ｔ)＋Ｇ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２２)
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和

Ｙ̇１( ｔ)＝ ｆ( ｔ)ｘ１( ｔ)＋ｇ( ｔ)ꎬ
Ｙ１(０)＝ ０ꎮ{ (２３)

显然ꎬ(２０)—(２３)存在唯一解ꎮ 定义

ｘｖ( ｔ)＝ ｘ０( ｔ)＋ｘ１( ｔ)ꎬ ｙｖ( ｔ)＝ ｙ０( ｔ)＋ｙ１( ｔ)ꎬ
ｚｖ( ｔ)＝ ｚ０( ｔ)＋ｚ１( ｔ)ꎬ ｚｖ( ｔ)＝ ｚ０( ｔ)＋ｚ１( ｔ)ꎬ

Ｙ ｖ( ｔ)＝ Ｙ ０( ｔ)＋Ｙ１( ｔ)ꎮ
由伊藤公式ꎬ易知如上定义的(ｘｖ()ꎬｙｖ()ꎬｚｖ()ꎬｚｖ())和 Ｙ ｖ()分别是(１７)和(１８)的唯一解ꎮ

设 Ｆ Ｙ ｖ
ｔ ＝σ{Ｙ ｖ

ｓꎻ ０≤ ｓ≤ ｔ}ꎬ Ｆ Ｙ ０
ｔ ＝ σ{ Ｙ ０

ｓꎻ ０≤ ｓ≤ ｔ}ꎬ Ｕ ０
ａｄ ＝ { ｖ () ｜ ｖ ( ｔ) 是 Ｆ Ｙ ０

ｔ ￣适应的过程满足

ＥＥ ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔｖ( ｔ) ２<∞ }ꎮ 如果 ｖ()∈Ｕ ０
ａｄ且关于 Ｆ Ｙ ｖ

ｔ ￣适应ꎬ那么称其为容许的ꎮ 所有容许控制变量的集合记

为 Ｕａｄꎮ 显然ꎬＵａｄ是 Ｕ ０
ａｄ的子集ꎬ且∀ｖ()∈Ｕａｄꎬ Ｆ Ｙ ｖ

ｔ ＝Ｆ Ｙ ０
ｔ ꎮ

引入记号 ψ^( ｔ)＝ ＥＥ [ψ( ｔ) ｜Ｆ Ｙ
ｔ ]和 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程

π̇( ｔ)＋２ａ( ｔ)π( ｔ)－ １
Ｒ( ｔ)

ｂ( ｔ) ２π( ｔ) ２＋Ｌ( ｔ)＝ ０ꎬ

π(Ｔ)＝ Ｍꎬ

ì

î

í
ïï

ïï
(２４)

Σ̇( ｔ)＋ ａ( ｔ)＋Ｂ( ｔ)－ １
Ｒ( ｔ)

ｂ( ｔ) ２π( ｔ)é

ë
êê

ù

û
úúΣ( ｔ)

＋ １
Ｒ( ｔ)

ｂ( ｔ)Ｄ( ｔ)π( ｔ)－Ａ( ｔ)＝ ０ꎬ

Σ(Ｔ)＝ －Ｆꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２５)

λ̇( ｔ)＋ ａ( ｔ)－ １
Ｒ( ｔ)

ｂ( ｔ) ２π( ｔ)é

ë
êê

ù

û
úú λ( ｔ)－ｏ( ｔ)Σ( ｔ)

－ １
Ｒ( ｔ)

ｂ( ｔ)ｒ( ｔ)π( ｔ)＋ｂ( ｔ)π( ｔ)＋ｌ( ｔ)＝ ０ꎬ

λ(Ｔ)＝ ｍꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２６)

定理 ３　 在假设 ５、６ 下ꎬ若 ｕ()是问题(ＬＱＣ)的最优控制ꎬ则它可以表示为

ｕ( ｔ)＝ １
Ｒ( ｔ)

[Ｄ( ｔ) ｐ^( ｔ)－ｂ( ｔ) ｑ^( ｔ)－ｒ( ｔ)]ꎬ

其中( ｐ^()ꎬｑ^()ꎬｋ^())和 Ｋ^()分别满足

ｄｐ^( ｔ)＝ [Ｂ( ｔ) ｐ^( ｔ)－ｏ( ｔ)]ｄｔ＋ Ｃ( ｔ) ｐ^( ｔ)＋ ｆ( ｔ)
ｈ( ｔ)

[ｘ( ｔ)ｐ( ｔ)＾ －ｘ^( ｔ) ｐ^( ｔ)]é

ë
êê

ù

û
úú ｄＷ^ｔꎬ

－ｄｑ^( ｔ)＝ [ａ( ｔ) ｑ^( ｔ)－Ａ( ｔ) ｐ^( ｔ)＋Ｌ( ｔ) ｘ^( ｔ)＋ｌ( ｔ)]ｄｔ－Ｋ^( ｔ)ｄＷ^ｔꎬ
ｐ^(０)＝ －Ｎｙ(０)－ｎꎬ ｑ^(Ｔ)＝ Ｍｘ^(Ｔ)－Ｆｐ^(Ｔ)＋ｍꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

Ｋ^( ｔ)＝ ｋ^( ｔ)＋ ｆ( ｔ)
ｈ( ｔ)

[ｘ( ｔ)ｑ( ｔ)＾ －ｘ^( ｔ) ｑ^( ｔ)]ꎬ状态的最优滤波( ｘ^()ꎬｙ^()ꎬｚ^()ꎬｚ＾())满足

ｄｘ^( ｔ)＝ [ａ( ｔ) ｘ^( ｔ)＋ｂ( ｔ)ｕ( ｔ)＋ｂ( ｔ)]ｄｔ＋ ｃ( ｔ)＋Ｐ( ｔ) ｆ( ｔ)
ｈ( ｔ)

é

ë
êê

ù

û
úú ｄＷ^ｔꎬ

－ｄｙ^( ｔ)＝ [Ａ( ｔ) ｘ^( ｔ)＋Ｂ( ｔ) ｙ^( ｔ)＋Ｃ( ｔ) ｚ^( ｔ)＋Ｃ( ｔ)ｚ＾( ｔ)
＋Ｄ( ｔ)ｕ( ｔ)＋Ｄ( ｔ)]ｄｔ－Ｚ^( ｔ)ｄＷ^ｔꎬ

ｘ^(０)＝ ｅ０ꎬ ｙ^(Ｔ)＝ Ｆｘ^(Ｔ)＋Ｇ^ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ｘ^()的均方误差估计 Ｐ()满足

Ｐ̇( ｔ)－２ａ( ｔ)Ｐ( ｔ)＋ ｃ( ｔ)＋Ｐ( ｔ) ｆ( ｔ)
ｈ( ｔ)

é

ë
êê

ù

û
úú

２

－[ｃ( ｔ)＋ｃ( ｔ)] ２ ＝ ０ꎬ

Ｐ(０)＝ ０ꎬ

ì

î

í
ïï

ïï

标准布朗运动
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Ｗ^ｔ ＝ ∫ｔ
０

１
ｈ(ｓ)

{ｄＹ(ｓ) －[ ｆ(ｓ)] ｘ^(ｓ) ＋ｇ(ｓ)}ｄｓ＝ ∫ｔ
０

ｆ(ｓ)
ｈ(ｓ)

[ｘ(ｓ) － ｘ^(ｓ)]ｄｓ ＋ Ｗｔꎬ

Ｚ^( ｔ)＝ ｚ^( ｔ)＋
ｆ(ｓ)
ｈ(ｓ)

[ｘ( ｔ)ｙ( ｔ)＾ －ｙ^(ｓ) ｙ^( ｔ)]ꎮ

进一步ꎬ最优控制可表示为反馈形式

ｕ( ｔ)＝ １
Ｒ( ｔ)

{[Ｄ( ｔ)－ｂ( ｔ)Σ( ｔ)] ｐ^( ｔ)－ｂ( ｔ)π( ｔ) ｘ^( ｔ)－ｂ( ｔ)λ( ｔ)－ｒ( ｔ)}ꎬ

其中 π()ꎬΣ()和 λ()分别是(２４)—(２６)的解ꎮ
特别地ꎬ若只考虑倒向随机控制系统ꎬ也即 ａ＝ｂ＝ｂ＝ ｃ＝ ｃ ＝ ｆ ＝ ｇ ＝ ｌ ＝ ｒ＝ｍ ＝ ０ꎬ Ａ ＝Ｌ＝Ｍ ＝ ０ꎬ ｈ ＝ １ꎬ则定理

３ 即为 ＨｕａｎｇꎬＷａｎｇ 和 Ｘｉｏｎｇ[３８]的情形ꎮ
以上内容主要取自 ＷａｎｇꎬＷｕ 和 Ｘｉｏｎｇ[２９]ꎮ 关于部分可观测线性二次控制问题的其他进展可参见文献

[３９￣４１]ꎮ

５　 结论

本文简单概述了最近几年正倒向随机系统最大值原理研究方面所取得的部分代表性进展ꎮ 随着理论研

究的逐步深入和金融应用的积极尝试ꎬ崭新的挑战性课题如雨后春笋般不断涌现ꎬ例如:基于强化学习的随

机控制理论、基于高频交易的金融风险度量以及区块链上的最优交易策略设计等ꎬ都非常值得我们今后继续

深入研究ꎮ
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