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　 　 芮洪兴ꎬ教授ꎬ博士生导师ꎬ长期从事计算数学专业研究及

教学工作ꎬ主要研究方向包括偏微分方程数值解法、科学与工

程计算、油水资源数值方法及应用等ꎮ 在计算数学顶级期刊

Ｎｕｍｅｒ Ｍａｔｈ、ＳＩＡＭ Ｊ Ｎｕｍｅｒ Ａｎａｌ、Ｍａｔｈ Ｃｏｍｐꎬ在流体力学顶级

期刊 Ｊ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈ 等发表论文 １６０ 余篇ꎬ其中 ＳＣＩ 收录 １４０ 余

篇ꎮ 主持国家自然科学基金重点项目、面上项目和重大研究计

划项目、国家科技重大专项专题项目等多项ꎻ与中石化勘探开

发研究院、胜利油田等合作ꎬ开展油气藏开发数值模拟方法及

应用研究ꎬ承担其委托项目多项ꎮ 曾获教育部自然科学一等

奖、山东省自然科学二等奖(首位)等ꎻ被评为山东省优秀研究生指导教师、山东大学优秀

教师、山东大学我心目中的好导师等ꎮ 现任中国工业与应用数学学会常务理事、中国计算物

理学会常务理事、山东省数学会计算数学专委会主任ꎬ曾任中国计算数学学会常务理事等ꎮ

多孔介质 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 不可压缩混溶驱动问题的
二重网格混合元算法

芮洪兴ꎬ龙新雨
(山东大学数学学院ꎬ 山东 济南 ２５０１００)

摘要:研究采用二重网格混合有限元法求解多孔介质中不可压缩混相驱替问题ꎬ其中ꎬ该问题的速度与压力的关系由

Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ定律描述ꎮ 主要目的是将在细网格上求解一个大规模非线性系统转换为在粗网格上求解一个小规模非线

性系统以及在细网格上求解一个线性系统ꎮ 求解非线性系统需要用迭代法ꎬ而转换为线性系统后ꎬ只需要解线性代数方程

组ꎬ可以大大提高运算的速度ꎮ 在本文中ꎬ我们用混合元逼近速度和压力ꎬ用一般的有限元逼近组分浓度ꎮ 在本文的数值实

验中ꎬ我们验证了细网格上的误差估计ꎬ以及计算效率ꎮ
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０　 引言

多孔介质混溶驱动问题在地下水污染治理、石油天然气开采工程以及生物工程等问题中有广泛应用ꎬ数
值算法研究非常重要ꎮ 该问题的数学模型是包含流体压力、速度、溶质浓度的耦合非线性偏微分耦合问题ꎮ
其中ꎬ在高速流体情况下速度与压力的关系用 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 定律描述ꎬ该模型的方程如下:

μ(Ｃ)Ｋ－１ｕ＋βρ(Ｃ) ｜ｕ ｜ｕ＋Ñｐ＝γ(Ｃ)Ñｄꎬｘ∈Ωꎬｔ∈[０ꎬＴ]ꎮ (１)
方程(１)为 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 方程[１]ꎬ当流体高速流动时ꎬ流体的速度与压力梯度的关系要用该定律描述ꎮ
该定律的主要特点是结合了非线性项的单调性以及 Ｄａｒｃｙ 部分的非退化性ꎮ 当 β ＝ ０ 时ꎬ方程(１)为 Ｄａｒｃｙ
定律ꎮ Ｄａｒｃｙ 定律是在速度较低ꎬ孔隙度以及渗透率较小时成立的ꎮ Ｄａｒｃｙ 定律描述了速度以及压力梯度之

间的线性关系ꎮ 关于 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 方程的讨论可以参考文献[６ꎬ１０]ꎮ
混合元方法求解 Ｄａｒｃｙ 问题或者二阶椭圆问题已有很多参考文献[２￣３]ꎮ 关于单相单组分 Ｄａｒｃｙ－

Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 问题的求解也有许多研究ꎮ Ｇｉｒａｕｌｔ 和 Ｗｈｅｅｌｅｒ[６]用分段常数近似速度以及 Ｃｒｏｕｚｉ ｅｘ－Ｒａｖｉａｒｔ 元
近似压力ꎬ并且证明了该问题的解的存在唯一性和稳定性ꎮ 相关的数值实验可以参考文献[１０]ꎮ Ｐａｎ 和

Ｒｕｉ[１２]用 Ｒａｖｉａｒｔ－Ｔｈｏｍａｓ 元和 Ｂｒｅｚｚｉ－Ｄｏｕｇｌａｓ－Ｍａｒｉｎｉ 元近似速度以及压力ꎬ 证明了解的存在唯一性ꎬ并且ꎬ
由于 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 问题是非线性问题ꎬ需要进行迭代求解ꎬ因此他们给出了一种应用于实际计算中的

线性的迭代方法ꎬ在数值实验中ꎬ采用最低阶 ＲＴ０ 混合元ꎬ数值实验结果证明了理论的正确性ꎮ 同样ꎬ差分

法也应用于求解 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 问题ꎮ 在文献[１５]中ꎬ他们提出了块中心有限差分方法ꎬ并用于求解非

线性抛物型方程的初边值问题ꎬ在该问题中ꎬ速度以及压力梯度的关系符合 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 定律ꎮ 块中

心有限差分方法可以看作具有适当求积规则的最低阶 Ｒａｖｉａｒｔ－Ｔｈｏｍａｓ 混合元方法ꎬ利用该方法ꎬ对速度以

及压力同时进行逼近ꎬ并且ꎬ理论分析以及数值实验证明了块中心有限差分法关于速度以及压力的二阶收

敛ꎮ 在文献[４ꎬ１１]中ꎬＤｏｕｇｌａｓ 和 Ｐａｒｋ 考虑了混合有限元法求解时间依赖问题ꎬ分析了半离散格式ꎮ
关于 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 混相驱替问题的数值方法一些文献ꎬ可以参考文献[７ꎬ１３ꎬ１９]ꎮ 在文献[１３]

中ꎬＰａｎ 和 Ｒｕｉ 用 Ｒａｖｉａｒｔ－Ｔｈｏｍａｓ 元和 Ｂｒｅｚｚｉ－Ｄｏｕｇｌａｓ－Ｍａｒｉｎｉ 元近似速度以及压力ꎬ用标准有限元近似浓

度ꎬ并且ꎬ他们在不同的范数下建立了关于速度、压力以及浓度的误差估计ꎮ 在数值实验中ꎬ他们采用最低阶

Ｒａｖｉａｒｔ－Ｔｈｏｍａｓ 元近似速度以及压力ꎮ 对于浓度ꎬ针对不同的网格采取了不同的近似方法ꎮ 在矩形网格中ꎬ
利用分段双线性函数近似浓度ꎬ在三角网格中ꎬ利用分段线性函数近似浓度ꎬ得到的数值结果与理论分析是

一致的ꎮ 在文献[７]中ꎬＬｉ 和 Ｒｕｉ 用块中心有限差分法求解 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 不可压缩混相驱替问题ꎬ通
过引入辅助变量确保方程的质量守恒ꎬ建立了关于压力、速度、浓度以及辅助变量的误差估计ꎮ 在文献[１９]
中ꎬＸｕ 等利用多点通量混合元法求解速度以及压力ꎬ同样将标准有限元法用于求解浓度ꎬ并且给出了速度、
压力以及浓度的误差分析ꎮ

二重网格方法由 Ｘｕ 提出[１７￣１８]ꎮ 该方法主要用于求解非线性偏微分方程问题ꎬ减少求解非线性问题的

计算时间ꎮ 其基本思想是ꎬ首先在粗网格上求一个近似解ꎬ然后利用该近似解线性化非线性问题ꎮ 这样ꎬ在
细网格上求解一个大的非线性问题就转变为在粗网格上求解一个非线性问题以及在细网格上求解一个线性

问题ꎬ由于非线性问题需要进行迭代求解ꎬ网格剖分越细ꎬ迭代矩阵越大ꎬ迭代的次数以及迭代的时间就会越

多ꎬ利用二重网格方法在粗网格上求解非线性问题的迭代计算的时间可以忽略不计ꎬ整个系统计算的时间主

要体现在细网格上求解线性问题ꎬ所以ꎬ利用二重网格法可以大量减少计算的迭代次数ꎬ继而节省计算时间ꎬ
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大大提高了计算的效率ꎮ
关于二重网格方法的相关参考文献已有许多ꎮ 在文献[１４]中ꎬＲｕｉ 和 Ｌｉｕ 提出了用二重网格块中心有

限差分方法求解单项单组分不可压缩的 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 流问题ꎬ为了克服 ｜ｕ ｜在 ０ 点处不可微的问题ꎬ引

入了一个极小的正数 εꎬ用 ε２＋ｕ２ 近似 ｜ｕ ｜ ꎬ并且用 ε２＋ｕ２ 的导数去近似 ｜ ｕ ｜的导数ꎮ 他们证明了关于压力

以及速度的 Ｌ２ 范数的误差阶是 Ｏ(ｈ２＋Ｈ４＋ε)ꎬ在数值实验中ꎬ根据 Ｈ＝Ｏ(ｈ１ / ２)和 ε＝Ｏ(ｈ２)的规则来选择网

格大小以及参数 εꎬ最终的实验结果与理论分析一致ꎮ 在文献[９]中ꎬＬｉｕ 和 Ｃｕｉ 将二重网格块中心有限差分

方法进一步应用到可压缩的 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 问题ꎬ得到了速度以及压力的误差阶是 Ｏ(Δｔ＋ε＋ｈ２ ＋Ｈ３)ꎮ
在文献[８]中ꎬＦａｉｓａｌ 和 Ｊｏｈｎｓｏｎ 将二重网格混合有限元法用于求解 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 问题ꎬ用分片常数有

限元近似速度ꎬ用分段连续线性有限元近似压力ꎬ得到了关于速度的 Ｌ２ 范数误差估计以及压力梯度的 Ｌ
３
２ 范

数的误差估计都是 Ｏ(εｈ＋ｈ＋Ｈ２＋ε)ꎮ 对于基于 Ｄａｒｃｙ 方程的渗流驱动问题ꎬ在文献[８]中 Ｌｉｕ 和 Ｃｈｅｎ 等提

出了二重网格 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 及混合元方法等求解混相驱替问题ꎻ在文献[１６]中ꎬＷａｎｇ 和 Ｃｈｅｎ 采用两重网格欧

拉－拉格朗日局部伴随方法和混合有限元方法求解混相驱替问题ꎮ
本文的主要内容是提出基于 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 的不可压缩混溶驱动问题的二重网格混合元方法ꎬ并进

行数值验证ꎮ 为方便起见ꎬ文中我们用 Ｃ 代表一般性常数ꎬ不论有无下标ꎬ在不同地方可以代表不同的值ꎮ

１　 问题描述以及变分形式

在这一节ꎬ 我们考虑的 Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 不可压缩混相驱替问题如下:

μ(Ｃ)Ｋ－１ｕ ＋ βρ(Ｃ) ｜ ｕ ｜ ｕ ＋ Ñｐ ＝ γ(Ｃ) Ñｄꎬ ｘ∈Ωꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ (２)

Ñｕ ＝ｑ ＝ ｑＩ ＋ ｑｐꎬ ｘ∈Ωꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ (３)

ϕ ∂Ｃ
∂ｔ

＋ ｕÑＣ － Ñ(Ｄ(ｕ) ÑＣ) ＋ ｑＩＣ ＝ｑＩＣＩꎬ ｘ∈Ωꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]ꎮ (４)

其中ꎬΩ 为有界区域ꎬ[０ꎬＴ] 为时间区域ꎮ
方程(２)为Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ方程[１]ꎬ当流体高速流动时ꎬ流体的速度与压力梯度的关系要用该定律描

述ꎮ 该定律的主要特点是结合了非线性项的单调性以及 Ｄａｒｃｙ 部分的非退化性ꎮ 当 β ＝ ０ 时ꎬ方程(１)为

Ｄａｒｃｙ 定律ꎮ Ｄａｒｃｙ 定律是在速度较低ꎬ孔隙度以及渗透率较小时成立的ꎮ Ｄａｒｃｙ 定律描述了速度以及压力

梯度之间的线性关系ꎮ 关于Ｄａｒｃｙ－Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ方程的讨论可以参考文献[６ꎬ１０]ꎮ 在本文研究的混相驱替

模型中ꎬ方程(３)表示混合流体的质量守恒ꎬ方程(４)表示两种成分的混合浓度扩散过程ꎮ
在该模型中ꎬ各个参数代表的物理量如下:ｕ表示流体的Ｄａｒｃｙ速度ꎬ ｐ表示压力ꎬ Ｃ 表示混合流体的浓

度ꎬ Ｋ表示多孔介质的渗透率ꎬ ϕ表示孔隙度ꎬ β表示 Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ数ꎬ γ(Ｃ) 为重力系数ꎬｄ为垂直坐标ꎬｑ表

示外部流量ꎬ表示为产出 ｑｐ 和流入 ｑＩ 的线性关系ꎬ即 ｑ ＝ｑｐ ＋ ｑＩꎮ ＣＩ 表示注水井的注入浓度和生产井的常

驻浓度ꎮ μ(Ｃ) 为混合黏度ꎬ该物理量通常由实验所决定ꎬ表示为以下关系

μ(Ｃ) ＝ μ１

μ１

μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ４

Ｃ ＋ (１ － Ｃ)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

－４

ꎬ (５)

其中ꎬμｉ 为流体混合物中第 ｉ种成分的黏度ꎮ 流体的密度 ρ(Ｃ) 由构成混合物的两种物质密度的体积平均值

给出ꎬ表示为以下关系:
ρ(Ｃ) ＝ ρ１Ｃ ＋ ρ２(１ － Ｃ)ꎮ (６)

在本文中ꎬ采用以下初边值条件

ｕｎ ＝ ０ꎬ(Ｄ(ｕ) ÑＣ － ｕＣ)ｎ ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ
Ｃ(ｘꎬ０) ＝Ｃ０(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎮ{ (７)

为了简便起见ꎬ我们假设扩散系数 Ｄ(ｘ) ＝ ｄｍｏｌＩ ＝ ｄｉａｇ(Ｄｌｌ)ꎬｌ ＝ １ꎬ２ꎬ为对角矩阵ꎬ其中 Ｉ为单位矩阵ꎬ即只考

虑分子扩散ꎮ
对上述方程的系数作如下假设
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０ < ａ∗ ｜ ｘ ｜ ２ ≤ (μ(Ｃ)Ｋ－１(ｘ)ｘ)ｘ ≤ ａ∗ ｜ ｘ ｜ ２ꎬ ０ < ϕ∗ ≤ ϕ(ｘ) ≤ ϕ∗ꎬ
０ < Ｄ∗ ｜ ｘ ｜ ２ ≤ (Ｄ(ｘꎬｕ)ｘ)ｘ ≤ Ｄ∗ ｜ ｘ ｜ ２ꎬ ０ < ρ∗ ≤ ρ(Ｃ) ≤ ρ∗ꎬ
∂(Ｋ / μ)

∂Ｃ
(ｘꎬＣ) ＋ ∂γ

∂Ｃ
(ｘꎬＣ) ＋｜ Ñϕ ｜ ＋ ∂Ｄ

∂ｕ
(ｘꎬｕ) ＋｜ ｑＩ(ｘꎬｔ) ｜ ＋

∂ｑｌ

∂ｔ
(ｘꎬｔ) ≤ Ｋ∗ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(８)

其中ꎬ ａ∗ꎬａ∗ꎬＤ∗ꎬＤ∗ꎬＫ∗ꎬＫ∗ꎬϕ∗ꎬϕ∗ 为正的常数ꎮ 另外对问题的解作如下正则性假设

ｐ ∈ Ｌ∞ (Ｈｋ＋１)ꎬ
ｕ ∈ Ｌ∞ Ｈｋ＋１(ｄｉｖ) ∩ Ｌ∞(Ｗ１ꎬ∞ ) ∩ Ｗ１ꎬ∞(Ｌ∞ ) ∩ Ｈ２(Ｌ２) ∩ Ｌ∞(Ｗ１ꎬ３)( ) ꎬ
ｃ ∈ Ｌ∞(Ｈｌ＋１) ∩ Ｈ１(Ｈｌ＋１) ∩ Ｌ∞(Ｗ１ꎬ∞ ) ∩ Ｈ２(Ｌ２)ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(９)

为了给出问题的变分形式ꎬ首先我们需要定于如下空间

Ｌ２
０ ＝ {ｖꎬｖ ∈ Ｌ２(Ω)ꎬ ∫

Ω
ｖ(ｘ)ｄｘ ＝ ０}ꎬ

Ｘ ＝Ｌ３(Ω) ２ꎬ
Ｍ ＝Ｗ１ꎬ３ / ２(Ω) ∩ Ｌ２

０ꎬ
Ｖ ＝Ｈ１(Ω)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１０)

在方程(２)—(４)两端分别乘以相应的检验函数ꎬ 并且由 Ｇｒｅｅｎ 公式以及边界条件ꎬ 我们可以得到关于

方程(２)—(４)的变分形式:求解(ｕꎬｐꎬＣ):[０ꎬＴ]→(ＸꎬＭꎬＶ)ꎬ 使得

(ａ) ∫
Ω
(μ(Ｃ)Ｋ－１ｕ ＋ βρ(Ｃ) ｜ ｕ ｜ ｕｖｄｘ ＋ ∫

Ω
Ñｐｖｄｘ ＝ ∫

Ω
γ(Ｃ) Ñｄｖｄｘꎬ ∀ｘ ∈ Ｘꎬ

(ｂ) ∫
Ω

Ñｗｕｄｘ ＝－ ∫
Ω
ｑｗｄｘꎬ ∀ｗ ∈ Ｍꎬ

(ｃ) ∫
Ω
ϕ ∂Ｃ

∂ｔ
＋ ｕÑＣæ

è
ç

ö

ø
÷ χｄｘ ＋ ∫

Ω
Ｄ(ｕ) ÑＣÑχｄｘ ＋ ∫

Ω
ｑＩＣ χｄｘ ＝ ∫

Ω
ｑＩＣＩ χｄｘꎬ ∀χ ∈ Ｖꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１１)

这是一般有限元法的变分形式ꎮ
下面我们给出二重网格变分形式ꎮ 二重网格方法的核心是利用泰勒展开公式ꎬ从而将非线性项进行泰

勒展开ꎬ达到线性化的目的ꎮ 可以看到ꎬ关于该模型中 ｜ ｕ ｜ 在零点处不可微ꎬ给泰勒展开带来困难ꎮ 类似文

献[１４]ꎬ同样地ꎬ我们引入了一个极小的正数 εꎬ用 ε２ ＋ ｕ２ 近似 ｜ ｕ ｜ ꎬ并且用 ε２ ＋ ｕ２ 的导数去近似｜ ｕ ｜
的导数ꎮ 令

｜ ｕ ｜ ε ＝ ｜ ｕ ｜ ２ ＋ ε２ ꎬ (１２)
其中ꎬε 为一个极小的正数ꎬ当 ε 非常小的时候ꎬ ｜ ｕ ｜ ε 可以很好地近似 ｜ ｕ ｜ ꎬ并且 ｜ ｕ ｜ ε 的导数也可以很好
地近似 ｜ ｕ ｜ ꎬ同时有 ｜ ｕ ｜ ε －｜ ｕ ｜ < εꎮ 我们定义

ｆε(ｕ) ＝｜ ｕ ｜ εｕꎮ (１３)

即 ｆε(ｕ) ＝
ｆεꎬ１(ｕ)
ｆεꎬ１(ｕ)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

｜ ｕ ｜ εｕ１

｜ ｕ ｜ εｕ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎮ (１４)

在 ｕＨ 处对函数 ｆε(ｕ) 进行泰勒展开可以得到

ｆε(ｕ) ＝ ｆε(ｕＨ) ＋Ｄ ｆε(ｕＨ)(ｕ － ｕＨ) ＋ １
２!

Ｄ ２ ｆε(ζＨ) (ｕ － ｕＨ) ２ꎮ (１５)

其中ꎬζＨ ＝ ｔｕ ＋ (１ － ｔ)ｕＨꎬｔ ∈ [０ꎬ１]ꎬＤ ｆε(ｕＨ) ꎬ Ｄ ２ ｆε(ζＨ) 为一阶以及二阶导数ꎬ定义如下

Ｄ ｆε(ｕＨ) ＝

∂ｆεꎬ１(ｕＨ)
∂ｕ１

∂ｆεꎬ１(ｕＨ)
∂ｕ２

∂ｆεꎬ２(ｕＨ)
∂ｕ１

∂ｆεꎬ２(ｕＨ)
∂ｕ２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

(１６)

Ｄ ２ ｆε(ζＨ) ＝

∂２ ｆεꎬ１(ζＨ)
∂ｕ２

１

∂２ ｆεꎬ１(ζＨ)
∂ｕ１∂ｕ２

∂２ ｆεꎬ１(ζＨ)
∂ｕ２∂ｕ１

∂２ ｆεꎬ１(ζＨ)
∂ｕ２

２

∂２ ｆεꎬ２(ζＨ)
∂ｕ２

１

∂２ ｆεꎬ２(ζＨ)
∂ｕ１∂ｕ２

∂２ ｆεꎬ２(ζＨ)
∂ｕ２∂ｕ１

∂２ ｆεꎬ２(ζＨ)
∂ｕ２

２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎮ (１７)
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基于这些准备ꎬ我们给出二重网格法的变分形式ꎬ 求解(ｕꎬｐꎬＣ):[０ꎬＴ] → (ＸꎬＭꎬＶ)ꎬ 使得

(ａ) ∫
Ω
(μ(Ｃ)Ｋ－１ｕ ＋ βρ(Ｃ)Ｄ ｆε(ｕＨ)ｕ)ｖｄｘ ＋ ∫

Ω
Ñｐｖｄｘ

＝ ∫
Ω
γ(Ｃ) Ñｄｖｄｘ － ∫

Ω
βρ(Ｃ) ｜ ｕＨ ｜ εｕＨｖｄｘ

＋ ∫
Ω
βρ(Ｃ)Ｄ ｆε(ｕＨ)ｕＨｖｄｘꎬ ∀ｘ ∈ Ｘꎬ

(ｂ) ∫
Ω

Ñｗｕｄｘ ＝－ ∫
Ω
ｑｗｄｘꎬ ∀ｗ ∈ Ｍꎬ

(ｃ) ∫
Ω
ϕ ∂Ｃ

∂ｔ
＋ ｕÑＣæ

è
ç

ö

ø
÷ χｄｘ ＋ ∫

Ω
Ｄ(ｕ) ÑＣÑχｄｘ ＋ ∫

Ω
ｑＩＣ χｄｘ ＝ ∫

Ω
ｑＩＣＩ χｄｘꎬ ∀χ ∈ Ｖꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１８)

２　 离散空间及二重网格离散格式

不妨令Ω为多边形区域(ｄ ＝２)ꎬ 我们假设 Ｔｈ 为关于Ω一致的三角剖分ꎬ 并且ꎬ 假设存在一个正的常数

α 独立于 ｈ 和 Ｔ ∈ Ｔｈ 使得

∀Ｔ ∈ Ｔｈꎬ
ｈＴ

ρＴ
≤ αꎬ (１９)

其中ꎬｈＴ 为 Ｔ 的直径ꎬ ρＴ 为 Ｔ 的内切圆的直径ꎮ 我们用以下的空间来离散速度 ｕ、 压力 ｐ 以及浓度 Ｃꎮ
Ｘｈ ＝ {ｖ ∈ [Ｌ２(Ω)] ２ꎻ ｖ ｜ Ｔ ∈ Ｐ０ꎬ∀Ｔ ∈ Ｔｈ}ꎬ

Ｍｈ ＝Ｑｈ ∩ Ｌ２
０(Ω)ꎬ　 Ｑｈ ＝ {ｑ ∈ Ｃ０(Ω)ꎻｑ ｜ Ｔ ∈ Ｐ１ꎬ∀Ｔ ∈ Ｔｈ}ꎬ

Ｖｈ ∈ Ｖ 为标准的有限元空间ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２０)

接下来给出两重网格的离散格式ꎮ 令 Δｔｐ 为关于压力的时间剖分ꎬ Δｔｐꎬ１ 为第一个时间步长的增量ꎬ 并

且有 ｔｉ ＝Δｔｐꎬ１ ＋ ( ｉ － １)Δｔｐꎬ 压力 ｐ 的时间剖分为 ０ ＝ｔ０ < ｔ１ < ｔ２ <  < ｔＭ ＝Ｔꎮ 同样地ꎬ 关于浓度 Ｃꎬ 有

时间剖分 ΔｔＣꎬ ０ ＝ ｔ０ < ｔ１ <  < ｔＮ ＝Ｔꎬ ΔｔＣ 与 Δｔｐ 有这样的关系ꎬ 即
Δｔｐ
ΔｔＣ

＝ｎꎬ 其中ꎬ ｎ 为正整数ꎮ 令 ｊ０ ＝

Δｔｐꎬ１
ΔｔＣ

和 ｊ ＝
Δｔｐ
ΔｔＣ

ꎮ

令 ＸＨꎬＸｈ ∈ ＸꎬＭＨꎬＭｈ ∈ＭꎬＶＨꎬＶｈ ∈ Ｖ为定义如(２０) 的有限元空间ꎬ 其中ꎬ ＸＨ ⊂ ＸｈꎬＭＨ ⊂ＭｈꎬＶＨ ⊂
Ｖｈꎬ Ｈ ≫ ｈꎬ 关于时间格式ꎬ 我们选择向后欧拉格式ꎮ 我们给出计算格式如下ꎮ

二重网格混合元格式

Ｓｔｅｐ １　 在网格剖分为Ｈ的粗网格 ＴＨ 下ꎬ给一个初值ＣＨꎬ０ꎬ 对任意的 (ｖＨꎬｗＨꎬχＨ) ∈ＸＨ ×ＭＨ ×ＶＨꎬ 求

解(ｕＨꎬｍꎬｐＨꎬｍ) ∈ ＸＨ ×ＭＨꎬｍ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬＭ１ 以及Ｃｎ
Ｈ ∈ ＶＨꎬｎ ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮ１ꎬ 满足

(ａ) ∫
Ω
(μ(ＣＨꎬｍ)Ｋ

－１ｕＨꎬｍ ＋ βρ(ＣＨꎬｍ) ｜ ｕＨꎬｍ ｜ ｕＨꎬｍ)ｖＨｄｘ

　 　 　 ＋ ∫
Ω

ÑｐＨꎬｍｖＨｄｘ ＝ ∫
Ω
γ(ＣＨꎬｍ) ÑｄｖＨｄｘꎬ ∀ ｖＨ ∈ ＸＨꎬ

(ｂ) ∫
Ω

ÑｗＨｕＨꎬｍｄｘ ＝－ ∫
Ω
ｑｗＨｄｘꎬ ∀ ｗＨ ∈ ＭＨꎬ

(ｃ) ∫
Ω
ϕ
Ｃｎ

Ｈ － Ｃｎ－１
Ｈ

Δｔ
＋ Ｅｕｎ

ＨÑＣｎ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ χＨｄｘ ＋ ∫

Ω
Ｄ(Ｅｕｎ

Ｈ) ÑＣｎ
ＨÑχＨｄｘ

　 　 　 ＋ ∫
Ω
ｑＩＣｎ

Ｈ χＨｄｘ ＝ ∫
Ω
ｑＩＣｎ

Ｈ χＨｄｘꎬ ∀ χＨ ∈ ＶＨꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(２１)

Ｓｔｅｐ ２　 在细网格 Ｔｈ 下ꎬ给一个初值 Ｃｈꎬ０ꎬ对任意的(ｖｈꎬｗｈꎬχｈ)∈Ｘｈ × Ｍｈ × Ｖｈꎬ求解(ｕｈꎬｍꎬｐｈꎬｍ)∈

Ｘｈ ×Ｍｈꎬｍ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬＭ２ 以及Ｃｎ
ｈ∈Ｖｈꎬｎ ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮ２ꎬ满足
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(ａ) ∫
Ω
(μ(Ｃｈꎬｍ)Ｋ

－１ｕｈꎬｍ ＋ βρ(Ｃｈꎬｍ)Ｄ ｆε(ｕＨꎬｍ)ｕｈꎬｍ)ｖｈｄｘ ＋ ∫
Ω

Ñｐｈꎬｍｖｈｄｘ

　 　 　 　 ＝ ∫
Ω
γ(Ｃｈꎬｍ) Ñｄｖｈｄｘ － ∫

Ω
βρ(Ｃｈꎬｍ) ｜ ｕＨꎬｍ ｜ εｕＨꎬｍｖｈｄｘ

　 　 　 　 ＋ ∫
Ω
βρ(Ｃｈꎬｍ)Ｄ ｆε(ｕＨꎬｍ)ｕＨꎬｍｖｈꎬｍｄｘꎬ ∀ ｖｈ ∈ Ｍｈꎬ

(ｂ) ∫
Ω

Ñｗｈｕｈꎬｍｄｘ ＝－ ∫
Ω
ｑｗｈｄｘꎬ ∀ ｗｈ ∈ Ｍｈꎬ

(ｃ) ∫
Ω
ϕ
Ｃｎ

ｈ － Ｃｎ－１
ｈ

Δｔ
＋ Ｅｕｎ

ｈÑＣｎ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ χｈｄｘ ＋ ∫

Ω
Ｄ(Ｅｕｎ

ｈ) ÑＣｎ
ｈÑχｈｄｘ ＋ ∫

Ω
ｑＩＣｎ

ｈ χｈｄｘ

　 　 　 　 ＝ ∫
Ω
ｑＩＣＩ χｈｄｘꎬ ∀ χｈ ∈ Ｖｈꎮ
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í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(２２)

上式中的 Ｅｕｎ 为插值ꎬ可以参考文献[１３]ꎮ 时间步长为 ｔｎ 时ꎬ ｔｍ－１ < ｔｎ ≤ ｔｍꎬ Ｅｕ 的表达式如下:

Ｅｕｎ ＝
ｕ０ꎬ 　 　 ｔ０ < ｔｎ ≤ ｔ１ꎬｍ ＝ １ꎬ

１ ＋
ｔｎ － ｔｍ－１

ｔｍ－１ － ｔｍ－２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｍ－１ －

ｔｎ － ｔｍ－１

ｔｍ－１ － ｔｍ－２
ｕｍ－２ꎬ ｔｍ－１ < ｔｎ ≤ ｔｍꎬｍ ≥ ２ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２３)

格式中的非线性函数 μ()ꎬρ() 的定义域为[０ꎬ１]ꎬ 为保证出现在函数中近似浓度在[０ꎬ１] 范围内ꎬ上式

中取

ＣＨꎬｍ ＝ｍｉｎ{１ꎬｍａｘ{０ꎬＣＨꎬｍ}} ∈ [０ꎬ１]ꎬ (２４)
Ｃｈꎬｍ ＝ｍｉｎ{１ꎬｍａｘ{０ꎬＣｈꎬｍ}} ∈ [０ꎬ１]ꎮ (２５)

　 　 关于 Ｓｔｅｐ １ 和 Ｓｔｅｐ ２ 的计算过程如下

Ｓｔｅｐ １　 对于 ｍ ＝ ０ꎬ Ｃ０
Ｈ ＝ＣＨꎬ０ 已知ꎬ 由(２１) 第一和第二式可以计算出 ｕＨꎬ０ꎬｐＨꎬ０ꎬ 因为有非线性部分ꎬ

所以需要用迭代法进行求解ꎮ 然后由(２１) 第三式可以得到 Ｃ１
ＨꎬＣ２

ＨꎬꎬＣｊ０
Ｈꎮ

对于 ｍ≥１ꎬ Ｃｊ０＋(ｍ－１) ｊ
Ｈ ＝ＣＨꎬｍ 已知ꎬ 由(２１) 第一和第二式可以计算出 ｕＨꎬｍꎬｐＨꎬｍꎬ 然后由(２１) 第三式可

以得到 Ｃｊ０＋(ｍ－１) ｊ＋１
Ｈ ꎬＣｊ０＋(ｍ－１) ｊ＋２

Ｈ ꎬꎬＣｊ０＋ｍｊ
Ｈ ꎮ

Ｓｔｅｐ ２　 由第一步ꎬ 可以得到粗网格上的解 ｕＨꎬｐＨꎮ 对于 ｍ ＝ ０ꎬ Ｃ０
ｈ ＝Ｃｈꎬ０ 和 ｕＨꎬ０ 已知ꎬ 由(２２) 第一

和第二式可以计算出 ｕｈꎬ０ꎬｐｈꎬ０ꎬ 然后由第三式可以得到 Ｃ１
ｈꎬＣ２

ｈꎬꎬＣｊ０
ｈ ꎮ

对于ｍ≥１ꎬ Ｃｊ０＋(ｍ－１) ｊ
ｈ ＝Ｃｈꎬｍ 和相应粗网格的解已知ꎬ 由(２２) 第一和第二式可以计算出 ｕｈꎬｍꎬｐｈꎬｍꎬ 然后

由第三式可以得到 Ｃｊ０＋(ｍ－１) ｊ＋１
ｈ ꎬＣｊ０＋(ｍ－１) ｊ＋２

ｈ ꎬꎬＣｊ０＋ｍｊ
ｈ ꎮ

上述二重网格混合元格式的数值解是存在唯一的ꎮ 限于篇幅ꎬ有限元空间逼近性质以及误差估计不做

详细分析ꎬ感兴趣读者可以参看相关文献进行推导ꎮ

３　 数值实验

为了简便起见ꎬ我们选择空间区域Ω ＝[０ꎬ１] ×[０ꎬ１] 以及时间区域 Ｔ ＝[０ꎬ１]ꎬ渗透率、孔隙度、扩散系

数以及海默数取为 Ｋ ＝ １ꎬϕ ＝ １ꎬＤ ＝ ２ꎬβ ＝ １ꎮ 密度和黏性的值由 ρ１ ＝ ２ꎬρ２ ＝ １ꎬμ１ ＝ ２ꎬμ２ ＝ １ 计算可得ꎮ
我们用分片最低次 Ｒａｖｉａｒｔ－Ｔｈｏｍａｓ 混合元空间近似速度和压力ꎬ用分片线性有限元近似浓度ꎬ 并且取

Δｔｐ ＝Δｔｃ ＝Δｔꎬ Δｔ ＝ ｈꎮ
例 １　 解析解如下ꎬ 右端项由解析解可以计算得出ꎮ

ｐ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ ｔ ｘ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙ － １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｕ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ ｓｉｎ(πｔ)(ｓｉｎ(πｘ)ｃｏｓ(πｙ)ꎬｃｏｓ(πｘ)ｓｉｎ(πｙ)) Ｔꎬ
ｃ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ ｔｃｏｓ(πｘ)ｃｏｓ(πｙ)ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２６)

例 ２　 解析解如下ꎬ 右端项由解析解可以计算得出ꎮ
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ｐ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ ｔｘ３ｙ３ꎬ
ｕ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ (ｓｉｎ(πｔ)ｓｉｎ(πｘ)ｙ２ꎬｓｉｎ(πｔ)ｓｉｎ(πｙ)ｘ２) Ｔꎬ
ｃ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ ( ｔ２ － ｔ)ｃｏｓ(πｘ)ｃｏｓ(πｙ)ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

(２７)

例 ３　 解析解如下ꎬ 右端项由解析解可以计算得出ꎮ
ｐ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ ｅｘｐ( － ｔ)(ｘ２ ＋ ｙ２)ꎬ
ｕ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ (ｓｉｎ(πｔ)ｙ３ｘ(ｘ － １)ꎬｓｉｎ(πｔ)ｘ３ｙ(ｙ － １)) Ｔꎬ
ｃ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ ｃｏｓ(πｔ)ｃｏｓ(πｘ)ｃｏｓ(πｙ)ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

(２８)

数值计算结果见表 １—６ 以及图 １—６ꎮ

表 １　 数值算例 １ 的 ｕ 和 ｐ 误差阶以及 ＣＰＵ 时间(ε＝ １０－３)
Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ￣ｏｒｄｅｒ ｆｏｒ ｕ ａｎｄ ｐ ａｎｄ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ １

Ｈ ｈ ‖ｕ－ｕｈ‖Ｌ２ 阶 ‖Ñ(ｐ－ｐｈ)‖Ｌ
３
２ 阶 ＣＰＵ / ｓ

１ / ４ ５.８８４３ｅ￣０２ １.３７１８ｅ￣０１ １.５０３
１ / ２ １ / ４ ５.３０８９ｅ￣０２ １.３８６９ｅ￣０１ １.０１９

１ / ９ ２.８９４９ｅ￣０２ ０.８７４ ７ ６.４２４３ｅ￣０２ ０.９３５ ５ １０.５４０
１ / ３ １ / ９ ２.５７０８ｅ￣０２ ０.８９４ ２ ６.５３３６ｅ￣０２ ０.９２８ ２ ４.４１６

１ / １６ １.６５７２ｅ￣０２ ０.９６９ ５ ３.６６１３ｅ￣０２ ０.９７７ ２ ５０.７８６
１ / ４ １ / １６ １.４８４１ｅ￣０２ ０.９５４ ９ ３.７４２０ｅ￣０２ ０.９６８ ７ １６.５７４

１ / ２５ １.０６３９ｅ￣０２ ０.９９３ １ ２.３５３５ｅ￣０２ ０.９９０ ２ １８９.６１２
１ / ５ １ / ２５ ９.６７２１ｅ￣０３ ０.９５９ ４ ２.４１１３ｅ￣０２ ０.９８４ ７ ６８.７０４

１ / ３６ ７.３９１９ｅ￣０３ ０.９９８ ６ １.６３７４ｅ￣０２ ０.９９４ ９ ７１３.７６１
１ / ６ １ / ３６ ６.８１５４ｅ￣０３ ０.９６０ ０ １.６７９８ｅ￣０２ ０.９９１ ４ ２１８.２３１

表 ２　 数值算例 １ 的 Ｃ 误差阶(ε＝ １０－３)
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ￣ｏｒｄｅｒ ｆｏｒ Ｃ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ １

Ｈ ｈ ‖Ｃ－Ｃｈ‖Ｌ２ 阶

１ / ４ ２.１５２３ｅ￣０１
１ / ２ １ / ４ ２.１５０８ｅ￣０１

１ / ９ １.０６４６ｅ￣０１ ０.８６８ １
１ / ３ １ / ９ １.０６５２ｅ￣０１ ０.８６７ ４

１ / １６ ６.１２２６ｅ￣０２ ０.９６１ ５
１ / ４ １ / １６ ６.１２９９ｅ￣０２ ０.９６０ ４

１ / ２５ ３.９４６１ｅ￣０２ ０.９８４ ３
１ / ５ １ / ２５ ３.９５２８ｅ￣０２ ０.９８３ １

１ / ３６ ２.７４８７ｅ￣０２ ０.９９１ ７
１ / ６ １ / ３６ ２.７５５２ｅ￣０２ ０.９８９ ８

表 ３　 数值算例 ２ 的 ｕ 和 ｐ 误差阶以及 ＣＰＵ 时间(ε＝ １０－３)
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ￣ｏｒｄｅｒ ｆｏｒ ｕ ａｎｄ ｐ ａｎｄ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ ２

Ｈ ｈ ‖ｕ－ｕｈ‖Ｌ２ 阶 ‖Ñ(ｐ－ｐｈ)‖Ｌ
３
２ 阶 ＣＰＵ / ｓ

１ / ４ ６.２９４５ｅ￣０２ １.５３３７ｅ￣０１ １.６９５
１ / ２ １ / ４ ８.１２７４ｅ￣０２ １.５４３６ｅ￣０１ １.１１３

１ / ９ ４.４３７４ｅ￣０２ ０.４３１ １ ７.１０１２ｅ￣０２ ０.９４９ ５ １２.８６３
１ / ３ １ / ９ ５.７１２０ｅ￣０２ ０.４３４ ９ ７.４７３０ｅ￣０２ ０.８９４ ５ ３.９１５

１ / １６ ３.０４０７ｅ￣０２ ０.６５６ ９ ４.０２９７ｅ￣０２ ０.９８４ ７ ６９.３６４
１ / ４ １ / １６ ３.６７２８ｅ￣０２ ０.７６７ ５ ４.５８６２ｅ￣０２ ０.８４８ ６ １６.５５０

１ / ２５ ２.１７６５ｅ￣０２ ０.７４９ ２ ２.５８５６ｅ￣０２ ０.９９４ ３ ２６９.０４３
１ / ５ １ / ２５ ２.５８５５ｅ￣０２ ０.７８６ ６ ３.１６８４ｅ￣０２ ０.８２８ ７ ６９.３０８

１ / ３６ １.６２３０ｅ￣０２ ０.８０４ ７ １.７９７０ｅ￣０２ ０.９９７ ８ ８０７.８１１
１ / ６ １ / ３６ １.９５４４ｅ￣０２ ０.７６７ ４ ２.３３８４ｅ￣０２ ０.８３３ ０ ２２７.９６１
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表 ４　 数值算例 ２ 的 Ｃ 误差阶(ε＝ １０－ ３)
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ￣ｏｒｄｅｒ ｆｏｒ Ｃ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ ２

Ｈ ｈ ‖Ｃ－Ｃｈ‖Ｌ２ 阶

１ / ４ １.４８３６ｅ￣０１
１ / ２ １ / ４ １.４８２１ｅ￣０１

１ / ９ ７.０４９４ｅ￣０２ ０.９１７ ６
１ / ３ １ / ９ ７.０２５９ｅ￣０２ ０.９２０ ５

１ / １６ ４.４２６２ｅ￣０２ ０.８０８ ９
１ / ４ １ / １６ ４.４０９０ｅ￣０２ ０.８０９８

１ / ２５ ３.００４４ｅ￣０２ ０.８６８ ２
１ / ５ １ / ２５ ２.９９２６ｅ￣０２ ０.８６８ ３

１ / ３６ ２.１５６６ｅ￣０２ ０.９０９２
１ / ６ １ / ３６ ２.１４８９ｅ￣０２ ０.９０８ ２

表 ５　 数值算例 ３ 的 ｕ 和 ｐ 误差阶以及 ＣＰＵ 时间(ε＝ １０－ ３)
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ￣ｏｒｄｅｒ ｆｏｒ ｕ ａｎｄ ｐ ａｎｄ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ ３

Ｈ ｈ ‖ｕ－ｕｈ‖Ｌ２ 阶 ‖Ñ(ｐ－ｐｈ)‖Ｌ
３
２ 阶 ＣＰＵ / ｓ

１ / ４ １.９４８８ｅ￣０２ ８.０５５５ｅ￣０２ １.２２６
１ / ２ １ / ４ １.８６２２ｅ￣０２ ８.０５１７ｅ￣０２ ０.９６０

１ / ９ １.００５１ｅ￣０２ ０.８１６ ５ ３.６３５１ｅ￣０２ ０.９８１ ２ ７.１２４
１ / ３ １ / ９ ９.６３２８ｅ￣０３ ０.８１２ ９ ３.６３５２ｅ￣０２ ０.９８０ ６ ４.９５９

１ / １６ ５.８８６５ｅ￣０３ ０.９２９ ９ ２.０５１２ｅ￣０２ ０.９９４５ ３７.５８５
１ / ４ １ / １６ ５.６７７２ｅ￣０３ ０.９１８ ９ ２.０５１９ｅ￣０２ ０.９９４ ０ １６.７０４

１ / ２５ ３.８２４９ｅ￣０３ ０.９６６ ０ １.３１４１ｅ￣０２ ０.９９７ ７ １４３.１１１
１ / ５ １ / ２５ ３.７０８３ｅ￣０３ ０.９５４ ３ １.３１４７ｅ￣０２ ０.９９７ ５ ６０.２２３

１ / ３６ ２.６７５０ｅ￣０３ ０.９８０ ６ ９.１２９０ｅ￣０３ ０.９９９ ０ ４９２.６８３
１ / ６ １ / ３６ ２.６０４１ｅ￣０３ ０.９６９ ４ ９.１３４５ｅ￣０３ ０.９９８ ６ ２０５.２３９

表 ６　 数值算例 ３ 的 Ｃ 误差阶(ε＝ １０－３)
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ￣ｏｒｄｅｒ ｆｏｒ Ｃ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ ３

Ｈ ｈ ‖Ｃ－Ｃｈ‖Ｌ２ 阶

１ / ４ １.０３４０ｅ￣０１
１ / ２ １ / ４ １.０３３９ｅ￣０１

１ / ９ ３.２４６６ｅ￣０２ １.４２８ ５
１ / ３ １ / ９ ３.２４４９ｅ￣０２ １.４２９ ０

１ / １６ １.５３８１ｅ￣０２ １.２９８ ４
１ / ４ １ / １６ １.５３６６ｅ￣０２ １.２９９ ２

１ / ２５ ９.０７５３ｅ￣０３ １.１８２ １
１ / ５ １ / ２５ ９.０６３３ｅ￣０３ １.１８２ ９

１ / ３６ ６.０５０９ｅ￣０３ １.１１１ ６
１ / ６ １ / ３６ ６.０４０７ｅ￣０３ １.１１２ ６

　 　 在求解空间区域 Ω 上ꎬ选择的粗网格剖分大小为 Ｈ＝ １
２
ꎬ １
３
ꎬ １
４
ꎬ １
５
ꎬ １
６{ } ꎬ细网格的剖分大小根据 Ｈ２ ＝ ｈ

的原则选取ꎮ 表 １、３、５ 展示了一般有限元法以及二重网格有限元法的速度的 Ｌ２ 范数和压力梯度的 Ｌ
３
２ 范数

的误差以及误差阶、ＣＰＵ 的运行时间ꎮ 可以看到ꎬ一般有限元法以及二重网格有限元法求解的误差相差不

大ꎬ并且速度的 Ｌ２ 范数和压力梯度的 Ｌ
３
２ 范数的误差阶都为一阶ꎬ二重网格有限元法的运算时间大大减少ꎬ

体现出了该方法的优越性ꎮ 表 ２、４、６ 展示了浓度的 Ｌ２ 范数的误差以及误差阶ꎬ误差阶同样也为一阶ꎮ 图

１—３ 为压力和浓度的真解、一般有限元法和二重网格有限元法求得的压力数值解的图像ꎬ图 ４—６ 为数值算

例 １—３ 的速度、压力以及浓度的收敛速度ꎮ
以上算例充分展示了二重网格算法的优越性ꎮ
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图 １　 解析解: 左: 压力 ｐꎬ 右:浓度 Ｃ
Ｆｉｇ.１　 Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ. Ｌｅｆｔ: ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐꎬ Ｒｉｇｈｔ: ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ Ｃ

图 ２　 一般有限元的数值解:左:压力 ｐꎬ右:浓度 Ｃ
Ｆｉｇ.２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｉｘｅｄ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ. Ｌｅｆｔ: ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐꎬ Ｒｉｇｈｔ: ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ Ｃ

图 ３　 两重网格法方法的数值解:左:压力 ｐꎬ右:浓度 Ｃ
Ｆｉｇ.３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ￣ｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ. Ｌｅｆｔ: ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐꎬ Ｒｉｇｈｔ: ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ Ｃ

图 ４　 速度 ｕ 的收收敛速度
Ｆｉｇ.４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｆｏｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ

图 ５　 压力 ｐ 的收敛速度
Ｆｉｇ.５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｆｏｒ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐ
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图 ６　 浓度 ｃ 的收敛速度
Ｆｉｇ.６　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｆｏｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｃ
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ｍｉｓｃｉｂｌｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ ２０２０ꎬ ８２(１):１￣２０. ｄｏｉ:１０.１００７ / ｓ１０９１５￣０１９￣０１１０３￣０.
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